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ВВЕДЕНИЕ

Трехзначные логики вот уже целое столетие продолжают
вызывать к себе повышенный интерес, и по сей день появля-
ются новые логики этого класса порой с удивительными свой-
ствами. Оказалось, что введение в логику третьего истинност-
ного значения позволяет моделировать, как саму классическую
логику, так и многие свойства, казалось бы с ней не связан-
ные, например такие, как паранепротиворечивость, параполно-
та, паранормальность, максимальность и т. д. Различные ин-
терпретации третьего истинностного значения позволяют вы-
делять различные классы логик, среди которых особую роль
играет класс nonsense logic, т. е. таких логик, в которых тре-
тье истинностное значение интерпретируется как «бессмыслен-
ность». Наиболее интересной логикой здесь является трехзнач-
ная логика бессмысленности Бочвара B3 [Бочвар, 1938], кото-
рая по своим функциональным свойствам является довольно-
таки «слабой», но тем не менее объединяет в себе совершено
различные по природе логические связки, что позволяет ей
занимать особое место в огромном разнообразии трехзначных
логик.

Это разнообразие (имеется 27 унарных связок и 19683
двухместных связок) ставит свои проблемы, когда оказывает-
ся, что две логики, представленные разными аксиоматиками
с совершенно различными свойствами и на протяжении мно-
гих лет изучаемые как принципиально отличные друг от дру-
га, на самом деле являются функционально эквивалентными,
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т. е. по существу представляют одну и ту же логику с функци-
ональной точки зрения. Так, например, произошло с паране-
противоречивой логикой P1 [Sette, 1973] и с параполной логи-
кой I1 [Sette, Carnielli, 1995]. Этого можно избежать, если по-
пытаться как-то систематизировать или даже классифициро-
вать различные множества трехзначных связок. Но для этого
должен быть найден некий фундаментальный принцип, поло-
женный в основание универсума под названием «трехзначные
логики».

Первой работой, где рассматриваются различные семей-
ства трехзначных связок, выполняющие те или иные свой-
ства, является статья [Dienes, 1949]. Например, дизъюнкция
и конъюнкция являются ассоциативными и выполняются за-
коны дистрибутивности. Для связки импликации выполняют-
ся также различные импликативные законы, и т. д. Вопросы
взаимоотношения, функциональной эквивалентности и аксио-
матизации трехзначных систем здесь не рассматриваются. В
статье [Maduch, 1978] выделяется класс чисто импликативных
логик, состоящий из 18 различных систем, для них доказыва-
ется теорема дедукции и приводится их аксиоматизация. Здесь
выполняется закон тождества p → p и выделенным значением
является только 1.

В книге Л. Годдарда и Р. Раутли [Goddard, Routley, 1973]
вводится термин «логика значения» и перечисляется большое
количество различных трехзначных (а также четырехзначных)
логик. Основная идея состоит в том, что семантические значе-
ния высказываний в естественных языках зависят от контекста
и поэтому некоторые многозначные логики могут служить в
качестве полезной аппроксимации логической структуры есте-
ственного языка. Однако эта работа не содержит какого-либо
формального определения «логика значения».

В [Финн, Аншаков и др., 1980] и [Finn, Grigolia, 1993] да-
ется формальное определение понятия «логика значения» и его
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частного случая «логика бессмысленностного типа» на основе
использования методов алгебраической семантики и введения
понятия «тип истинностного значения». В указанных рабо-
тах приводится классификация трехзначных логик значения и
логик бессмысленностного типа. В свою очередь логики бес-
смысленностного типа делятся на два основных подкласса: ло-
гики сильно бессмысленностного типа и логики слабо бессмыс-
ленностного типа.

Интересна статья А. Аврона [Avron, 1991], в которой вы-
деляется класс так называемых «естественных» трехзначных
логик, представляющих собой четыре расширения сильной ре-
гулярной логики Клини K3 [Клини, 1957]. Два из этих рас-
ширений функционально эквивалентны трехзначной логике
Лукасевича  L3 [ Lukasiewicz, 1920], а остальные два — функ-
ционально эквивалентны трехзначной паранепротиворечивой
логике PCont (см. [Розоноэр, 1993]). Однако заметим, что в
эту классификацию не попадает трехзначная логика Бочвара
B3 [Бочвар, 1938], которая в нашем исследовании является цен-
тральной.

В [Ciucci, Dubois, 2012] авторы рассматривают различные
логические связки, точнее — соответствующие им функции, за-
данные на трехэлементном множестве, и исследуют их взаимо-
отношения. Здесь выделяется класс из 14 различных конъюнк-
ций и импликаций и 3 отрицаний, удовлетворяющих, с точки
зрения авторов, минимально интуитивно значимыми свойства-
ми. В последующей работе [Ciucci, Dubois, 2013] авторы пробу-
ют нарисовать карту взаимоотношений между конъюнкциями,
отрицаниями и импликациями, являющимися расширением со-
ответствующих булевых связок. Авторы демонстрируют, что
(почти) все наиболее известные связки могут быть определены
посредством лишь некоторых из них, а именно, посредством
связок логики Лукасевича. И таким образом, заключают они,
все известные трехзначные логики могут быть рассмотрены
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как фрагменты более общей структуры, например, трехзнач-
ной MV-алгебры [Ciucci, Dubois, 2013, p. 173]. Эти результаты
могут быть полезными для решения конкретной задачи при
выборе соответствующего фрагмента, где базовые связки поз-
волят выразить все необходимое содержание с учетом соответ-
ствующей интерпретации третьего истинностного значения.

Каждая из указанных работ, представляет специфический
интерес, однако ни одна из них не исключает появление раз-
личных базисов связок для одной и той же логики, но которые
продолжительное время могут изучаться по отдельности, вы-
зывая порой удивление в своей схожести, и тем не менее оста-
ваясь разными для просвещенного научного сообщества.

Ниже мы рассмотрим совершенно иной подход к изуче-
нию трехзначных логик, предложенный Н.Е. Томовой в 2010
году [Томова, 2010]. Он состоит в разбиении интересуемого
множества трехзначных связок на классы эквивалентностей,
что позволит эти классы решеточно упорядочить относительно
функционального вложения одних логик в другие. Таким обра-
зом, все возможные базисы для некоторой логики будут пере-
числены в соответствующем классе эквивалентности, и тогда
никаких неясностей для определения места конкретной логики
в полученной решетке не останется. Как раз наиболее инте-
ресным для нас окажется класс трехзначных бочваровых ло-
гик, поставивший необходимый инструментарий для детально-
го изучения литеральных паралогик.

В настоящем исследовании будет предложен необычный
подход к изучению литеральных паралогик, т. е. таких па-
ралогик, которые обладают парасвойствами на уровне пропо-
зициональных переменных. Так, исходным пунктом является
трехзначная логика бессмысленности Бочвара B3, которая, как
оказалось, содержит два изоморфа классической пропозицио-
нальной логики C2, комбинация которых приводит к постро-
ению двух знаменитых паралогик P1 и I1, первая из кото-
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рых паранепротиворечива, а вторая параполна. Далее дока-
зано, что эти паралогики на самом деле функционально эк-
вивалентны. Более того, каждая из этих логик функциональ-
но эквивалентна фрагменту логики B3, состоящему только из
внешних формул. В итоге будет построена четырехэлементная
решетка трехзначных паралогик относительно обладания те-
ми или иными парасвойствами. В заключительной главе мы
еще раз сформулируем существующие алгоритмы конструиро-
вания литеральных паралогик, а также приведем их обобщения
на четырехзначный случай. Будет представлена полурешетка
четырехзначных литеральных паралогик, полученных посред-
ством комбинации изоморфов классической логики.

Данная книга представляет собой расширенную версию
статьи, опубликованной в электронной версии журнала Logic
and Logical Philosophy 21 октября 2016 г.

Предварительно дадим определения базовых понятий, ис-
пользуемых в исследовании. Остальные определения будут да-
ны непосредственно по тексту изложения для удобства воспри-
ятия материала.

Базовые определения
Определение 1. Пусть V ar = {p, q, r . . . } — счетное множе-
ство пропозициональных переменных и Con = {F1, . . . Fn} —
конечное множество пропозициональных связок, где каждой
связке Fi сопоставлено натуральное число a(Fi), которое обо-
значает число ее аргументов. Будем считать, что a(Fi) ̸= 0 для
некоторого i ∈ {1, . . . n}. Множество For определяется индук-
тивно:

(1) V ar ⊆ For,
(2) Для каждого такого Fi ∈ Con, что a(Fi) = k,

Fi(A1, . . . , Ak) ∈ For, если A1, . . . , Ak ∈ For,
(3) Ничто иное не принадлежит For.
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Алгебру формул L = ⟨For, F1, . . . , Fm⟩ будем называть
пропозициональным языком

Пусть A = ⟨V, f1, . . . , fm⟩ алгебра того же типа, что пропо-
зициональный язык L, где V — множество истинностных зна-
чений и fi — функция на V той же местности, что и Fi.

Определение 2. Упорядоченная пара M = ⟨A, D⟩, где A —
алгебра того же типа, что пропозициональный язык L и
D ⊆ V — непустое собственное подмножество V , называется
логической матрицей для L. Элементы D будем называть вы-
деленными значениями M.

Определение 3. Оценкой v формулы A в матрице M для
языка L называется такое отображение L в A = ⟨V, f1, . . . , fm⟩,
что

1. если p — пропозициональная переменная, тогда v(p) ∈ V ;

2. если A1, A2, . . . , An — формулы, и Fn — n-местная
связка языка L, тогда v(Fn(A1, A2, . . . , An)) =
fn(v(A1), v(A2), · · · , v(An)), где fn — функция на V ,
соответствующая Fn.

Определение 4. Некоторая формула A есть тавтология в M
(сокращенно — �M A), е.т. е. для каждой оценки v в M верно,
что v(A) ∈ D.

Определение 5. Формула B логически следует из множества
формул Γ = {A1, A2, . . . , An} в M (сокращенно — Γ �M B),
е.т. е. не существует такой оценки v в M, что v(Ai) ∈ D для
каждой Ai ∈ Γ, и v(B) /∈ D.

Пусть мы имеем две конечнозначные логики: L1 и L2. F1 и
F2 — множества функций, соответствующие исходным связкам
логик L1 и L2.
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Определение 6. Пусть F1 — множество функций, соответ-
ствующее исходным связкам логики L1. Замыканием [F1] будем
называть множество функций, которое содержит все суперпо-
зиции функций, принадлежащих F1.

Операция суперпозиции состоит из элементарных опера-
ция над элементами множества F1, например, переименование
и отождествление переменных и подстановка одной функции в
другую.

Определение 7. Логика L1 функционально вложима в логи-
ку L2 если и, только если любая функция из F1 может быть
определена посредством функций F2.

Определение 8. Логика L1 функционально эквивалентна
логике L2 если и, только если

(1) логика L1 функционально вложима в логику L2 и

(2) логика L2 функционально вложима в логику L1.

Существенной частью данного исследования является изу-
чение проблематики паралогик с точки зрения их функцио-
нальных свойств. В этом случае под логикой будем понимать
функциональную систему — некоторое множество функций за-
мкнутое относительно операции суперпозиции.
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Глава 1.

ТРЕХЗНАЧНАЯ ЛОГИКА БОЧВАРА B3

В данной главе подробно будет рассмотрена трехзначная
логика Бочвара B3, описаны ее свойства, в том числе пред-
ставлены изоморфы классической логики, содержащиеся в B3.
В контексте нашего исследования эта логика играет исключи-
тельную роль. Как будет далее показано, класс литеральных
паралогик может быть получен посредством метода комбини-
рования изоморфов классической логики.

В 1938 г. Д.А. Бочваром была построена первая в мире
логика бессмысленности B3 (см. [Бочвар, 1938]1) в связи с про-
блемой разрешения логических антиномий, в первую очередь
парадокса Рассела. В данной системе третье истинностное зна-
чение 1/2 предлагается интерпретировать не столько как про-
межуточное между истиной 1 и ложью 0, сколько как парадок-
сальное значение или даже как «бессмысленность».

Переменные p, q, r с индексами или без пробегают по вы-
сказываниям; переменные x, y, z с индексами или без пробега-
ют по истинностным значениям. Мы будем использовать оди-
наковые символы для обозначения логических связок и соот-

1Заметим, что в рецензии А. Чёрча на данную статью в журнале The
Journal of Symbolic Logic, vol. 4, No. 2, pp. 98–99 (June 1939), автором была
допущена неточность в изложении аксиоматизации системы Бочвара, что
привело к неверному утверждению о возможности получения в системе
парадокса Рассела. Эта неточности и неправильность сделанного вывода
были замечены самим А. Чёрчем и исправлены в том же журнале, vol. 5,
No. 3, p. 119 (1940).
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ветствующим им операциям в матрице. Логика B3 задается
матрицей

MB
3 = ⟨{0, 1/2, 1},∼,∩,⊢, {1}⟩2

где {1} — множество выделенных значений, ∼ (внутреннее от-
рицание), ∩ (внутренняя конъюнкция) и ⊢ (внешнее утвержде-
ние) определяются таблицами3:

x ∼ x

1 0
1/2 1/2

0 1

x ⊢ x
1 1
1/2 0
0 0

∩ 1 1/2 0
1 1 1/2 0
1/2 1/2 1/2 1/2

0 0 1/2 0

Через p ∩ q и ∼ p обычным образом определяются другие
внутренние связки:

p ∪ q :=∼ (∼ p∩ ∼ q)

p ⊃ q :=∼ p ∪ q
p ≡ q := (p ⊃ q) ∩ (q ⊃ p)

где символ := означает «равно по определению».
Обратим внимание на яркую особенность внутренних свя-

зок, которая заключается в том, что приписывание хотя бы
одному из аргументов значения 1/2 оказывается достаточным
для того, чтобы вся формула имела значение 1/2. Такое свой-
ство внутренних связок является следствием интерпретации 1/2
как «бессмысленность», т. е. бессмысленность влечет за собой

2В 1965 г. К. Сегерберг предложил логику S3 [Segerberg, 1965], матрица
которой отличается от матрицы MB

3 только классом выделенных значений
D = {1, 1/2}.

3В указанной работе Бочвара исходные связки содержали еще одно
отрицание, а именно внешнее отрицание ⌉, которое, как оказалось, опре-
делимо следующим образом: ⌉p := ⊢∼ p.
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бессмысленность. Обратим внимание, что одновременно с Боч-
варом внутренние связки под названием «слабые» были откры-
ты С. Клини [Клини, 1957]. Логика со связками {∼,∩,∪} есть
не что иное, как слабая регулярная логика Клини .

1.1. Трехзначные изоморфы C2

Особую роль в B3 играет связка ⊢ (будем обозначать ее как 2,
поскольку она есть не что иное, как оператор необходимости в
трехзначной модальной логике Лукасевича [ Lukasiewicz, 1930,
p. 169]), посредством которой следующим образом определяет-
ся отрицание ∼2, импликация ⊃2, дизъюнкция ∪2, конъюнк-
ция ∩2 и внешняя эквиваленция ≡2:
∼2p := ∼2p (это отрицание будем обозначать посредством ⌈p),
p ⊃2 q := 2p ⊃ 2q,
p ∪2 q := �p ∪2q,
p ∩2 q := 2p ∩2q,
p ≡2 q := 2p ≡ 2q.

Эти связки Д. А. Бочвар называет внешними и они зада-
ются следующими таблицами:

x ⌈x
1 0
1/2 1
0 1

⊃2 1 1/2 0
1 1 0 0
1/2 1 1 1
0 1 1 1

∪2 1 1/2 0
1 1 1 1
1/2 1 0 0
0 1 0 0

∩2 1 1/2 0
1 1 0 0
1/2 0 0 0
0 0 0 0

≡2 1 1/2 0
1 1 0 0
1/2 0 1 1
0 0 1 1

Выделенным значением здесь является 1.

14



Отметим важную особенность приведенных истинностных
таблиц, которая состоит в том, что внутри них имеются только
истинностные значения 1 и 0. По существу, Бочвар предложил
перевод внутренних связок во внешние. Обозначим логику, ос-
нованную на этих связках, посредством B2

3 .

Определение 9. Под фрагментом некоторой логики L со
множеством связок F будем понимать логику L′ со множе-
ством связок F ′ такую, что посредством F определимы связки
из множества F ′, но не наоборот.

Отсюда следует, что B2
3 есть фрагмент логики B3.

Этот фрагмент оказался необычным. Адаптируя терминоло-
гию Д.А. Бочвара назовем B2

3 изоморфом классической про-
позициональной логики C2.

Определение 10. Некоторый фрагмент логики L является
изоморфом классической пропозициональной логики, если и
только если L совпадает по классу тавтологий и по классу вы-
водимых формул с классической пропозициональной логикой
C2. Такие изоморфы назовем сильными.

Таким образом, логика B3 содержит фрагмент, изоморф-
ный C2.

В итоге, логика B3 имеет два уровня. Первый уровень
образуют формулы с внутренними связками, второй уровень
образуют формулы с внешними связками B2

3 . Внутренние
формулы суть выразительные средства и представляют язык-
объект, в котором рассматриваемые факты не могут быть до-
казаны; внешние формулы суть дедуктивные средства, с помо-
щью которых доказываются утверждения о внутренних фор-
мулах, и в этом смысле внешние формулы представляют мета-
язык. Логикой внешнего уровня, как мы видим, является клас-
сическая логика C2. Как раз заслугой Бочвара является то, что
средствами трехзначной логики, даже такой слабой по функци-
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ональным свойствам как B3 (об этом см. ниже) можно опреде-
лить два совершенно различных типа логических связок. Это
было выдающееся открытие, не сразу получившее адекватного
осмысления.

Н. Решер, наверное, был одним из первых, кто обратил
внимание на B3 и на выделенный в ней Д.А. Бочваром фраг-
мент, являющийся изоморфом C2 [Rescher, 1969, p. 31]. Одна-
ко в [Карпенко, 1997, с. 25–26] было указано, что B3 имеет еще
один изоморф C2. Как уже говорилось, связка ⊢ p есть 2p, и
тогда имеем также модальный оператор возможности ♢p, кото-
рый определяется стандартным образом в виде ♢p :=∼2∼ p.
Теперь мы можем определить внешние связки ∼♢, ⊃♢, ∩♢, ∪♢

и ≡♢ аналогично тому, как определялись внешние связки в
B2

3 , т. е. вместо оператора 2 перед каждой пропозициональ-
ной переменной ставится оператор ♢. В результате имеем еще
один перевод внутренних связок во внешние. Тогда для отрица-
ния ∼♢ (будем обозначать его посредством ⌉), импликации ⊃♢,
дизъюнкции ∪♢, конъюнкции ∩♢ и эквиваленции ≡♢ получаем
следующие таблицы:

x ⌉x
1 0
1/2 0
0 1

⊃♢ 1 1/2 0
1 1 1 0
1/2 1 1 0
0 1 1 1

∪♢ 1 1/2 0
1 1 1 1
1/2 1 1 1
0 1 1 0

∩♢ 1 1/2 0
1 1 1 0
1/2 1 1 0
0 0 0 0

≡♢ 1 1/2 0
1 1 1 0
1/2 1 1 0
0 0 0 1
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Обозначим логику, основанную на этих связках, посред-
ством B♢

3 . Выделенными значениями здесь являются 1 и 1/2.
Итак, в итоге мы получили еще один трехзначный изо-

морф C2
4. Обратим внимание, что изоморфы B2

3 и B♢
3 отлича-

ются друг от друга соответственно тем, что в B2
3 истинностное

значение 1/2 отождествляется с 0, а в B♢
3 — с 1. При таком

отождествлении свойства связок остаются классическими, что
в явном виде указывает на то, что в B2

3 и B♢
3 верифицируются

все аксиомы C2. Легко проверить, что здесь также верифи-
цируется «строгий» modus ponens5, т. е. это правило сохраняет
выделенное значение. Такие изоморфы назовем «строгими изо-
морфами». Первая специальная работа, посвященная изомор-
фам, принадлежит Л.Ю. Девяткину [Девяткин, 2004], в кото-
рой исследовались свойства строгих изоморфов.

Новый поворот в изучении изоморфов был совершен
в [Девяткин, Карпенко, Попов, 2007], где было обращено вни-
мание на то, что имеется еще два изоморфа, если мы рас-
смотрим B2

3 с двумя выделенными значениями, а B♢
3 с од-

ним выделенным значением. Отличие от предыдущих изомор-
фов в том, что здесь верифицируется лишь «слабый» modus
ponens, т. е. это правило сохраняет тавтологию, но не вы-
деленное значение. Однако в данном случае, как и в слу-
чае с классической логикой C2, это различие не имеет ни-
каких логических последствий в силу следующего результата
из [Девяткин, Карпенко, Попов, 2007]: матрицы

M2,1
3 = ⟨{0, 1/2, 1}, ⌈,⊃2, {1}⟩,

M♢,2
3 = ⟨{0, 1/2, 1}, ⌉,⊃♢, {1/2, 1}⟩,

4Этот изоморф появляется уже у Решера [Rescher, 1969, p. 33], но он
получает его средствами трехзначной логики Лукасевича  L3, которую мы
рассмотрим ниже.

5В разделе 2.7. подробно будут рассмотрены сильная и слабая форму-
лировки modus ponens.
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M2,2
3 = ⟨{0, 1/2, 1}, ⌈,⊃2, {1/2, 1}⟩,

M♢,1
3 = ⟨{0, 1/2, 1}, ⌉,⊃♢, {1}⟩6,

являются характеристическими7 для C2. Тем не менее, как
мы увидим далее, средства трехзначной логики позволяют раз-
личать эти два вида правила modus ponens. Здесь обратим
внимание на одно важное замечание, сделанное Н. Решером
и А. Чёрчем в [Church, Rescher, 1950], что, хотя трехзначная
матрица M3 может быть характеристической для C2, но ника-
кая булева алгебра не является гомоморфной M3.

Специальному изучению трехзначных изоморфов C2 по-
священа книга Л.Ю. Девяткина [Девяткин, 2011]. В ней сохра-
няется импликативно-негативный пропозициональный язык,
но исследование изоморфов теперь ведется относительно
свойств отношения логического следования.

Существенный прорыв в изучении трехзначных изомор-
фов C2 уже на более фундаментальном уровне совершен
Л.Ю. Девяткиным в [Девяткин, Преловский, Томова, 2015,
гл. 2]. Главным результатом является доказательство Теоре-
мы 1 о необходимых и достаточных условиях, которыми долж-
на обладать матрица M (верифицирующая классическое от-
ношение логического следования, т. е. строгий modus ponens),
чтобы быть изоморфом для C2:

Трехзначная матрица M является матрицей для C2, ес-
ли и только если существует матричный гомоморфизм из M
на C2.

6Также заметим, что в работе [Church, 1953, p. 51] встречаем точно
такие же таблицы, как для связок B♢

3 , но с одним выделенным значением
D = {1}, т. е. по сути матрицу M♢,1

3 , и как, замечает А. Чёрч, эта матрица
является характеристической матрицей классической пропозициональной
логики.

7Матрица M называется характеристической для исчисления L, если
формула A является тавтологией в M т.т.т., когда A доказуема в L.
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К тому же, что очень важно, указанная теорема имеет
место для произвольного пропозиционального языка L. Таким
образом, понятие изоморфа впервые обретает строгие логико-
алгебраические основания.

Роль изоморфов классической пропозициональной логики
C2 еще полностью не изучена. По-видимому, самое интересное
в том, что некоторая многозначная логика L, содержащая изо-
морф C2, может быть аксиоматизирована как расширение C2

(см. об этом в [Карпенко, 2010, с. 55]).

1.2. Аксиоматизация и алгебраизация B3

В итоге можно констатировать, что логика B3 есть объеди-
нение внутренних и внешних логических связок. Как это вы-
глядит в аксиоматической форме, впервые было показано
В.К. Финном в [Финн, 1971] (расширенный вариант этой ста-
тьи см. в [Финн, 1974a]). Для этого при аксиоматизации B3

вводятся переменные двух сортов. Пусть p, q, r, . . . — пропо-
зициональные переменные, принимающие значения из множе-
ства {1, 1/2, 0}; а u, v, w,. . . — сентенциональные переменные,
принимающие значения из множества {1, 0}. Посредством А,
В, С,. . . обозначаются произвольные формулы из B3, посред-
ством же А0, В0, С0,. . . обозначаются внешние формулы из B3.

Исходными связками исчисления B3 являются ∼, ∩, ∪ и →
(в наших обозначениях последняя связка есть ⊃2). Это озна-
чает, что два множества связок {∼,∩,⊢} и {∼,∩,∪,→} функ-
ционально эквивалентны.

В одну строну мы уже показали, т. е. посредством {∼,∩,⊢}
определимы связки ∪ и →. В обратную сторону имеем:

⊢ p := (p→ p) → p,

p→ q :=∼⊢ p∪ ⊢ q.
Аксиоматизация B3, предложенная В.К. Финном, выгля-

дит следующим образом:
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1. p→ (q → p)

2. (p→ (q → r)) → ((p→ q) → (q → r))

3. ((p→ q) → p) → p

4. p ∩ q → p

5. p ∩ q → q ∩ p

6. (p→ q) → ((p→ r) → (p→ q ∩ r))

7. (p→ r) → ((q → r) → (p ∪ q → r))

8. p ∪ q → q ∪ p

9. (p ∪ q) ∪ r ↔ p ∪ (q ∪ r)

10. p ∪ q → q ∪ p

11. (p ∪ q) ∩ r → (p ∩ r) ∪ (q ∩ r)

12. r ∩ (p ∪ q) → (r ∩ p) ∪ (r ∩ q)

13. p↔∼∼ p

14. ∼ p→ (p→ q)

15. p→ (∼ q → (∼ (p→ q)))

16. ∼ p→ (p ∪ q ↔ q)

17. ∼ p∩ ∼ q ↔∼ (p ∪ q)

18. ∼ p∪ ∼ q ↔∼ (p ∩ q)

19. p→ v ∪ p

20. (∼ v →∼ p) → (p→ v)

21. ∼↓ v

22. ↓ p→↓ (p ∪ q)

23. 2p∩ ↓ q →∼ (p→ q).
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Правила вывода:
R1. Modus ponens.

R2. Обычная подстановка: вместо p подставляется фор-
мула В.

R3. Ограниченная подстановка: вместо v подставляет-
ся В0.

Исчисление, эквивалентное B3, построено также в
[Piróg-Rzepecka, 1973] под названием W. Значительно более
простая аксиоматизация B3, чем приведенная выше, принад-
лежит А.Т. Ишмуратову [Ишмуратов, 1974]. Эта аксиоматиза-
ция упрощена в [Ишмуратов, 1981], где B3 положена в основу
специальной системы временной логики.

Заметим, что К. Сегерберг в [Segerberg, 1965], конструи-
рует несколько трехзначных систем логики бессмысленности,
одной из которых является не что иное, как трехзначная логи-
ка Бочвара B3 с теми же самыми исходными связками (ibid.,
р. 204), но с двумя выделенными значениями.

Подчеркнем, что в аксиоматизации B3, предложенной
В.К. Финном, верифицируются не все законы классической
пропозициональной логики C2, например, не имеет места кон-
трапозиция (p ⊃2 q) ⊃2 (∼ q ⊃2∼ p). Это же относится и к им-
пликации ⊃♢. Однако, имея ввиду, что B3 содержит фрагмент,
изоморфный C2, естественно было бы посредством внешних
формул задать аксиоматизацию классической логики C2. То-
гда аксиоматизацию самой B3 можно представить как расши-
рение C2, что и было сделано в [Finn, Grigolia, 1993, p. 235–236]
(29 аксиомных схем плюс сокращения), но с единственным пра-
вилом вывода modus ponens). Наконец, в [Бочвар, Финн, 1976]
приводятся аналитические таблицы для логики высказываний
B3 и для логики предикатов B3.
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В [Финн, 1974a] вводится понятие трехэлемент-
ной алгебры Бочвара. Более подробно об этом см. в
[Finn, Grigolia, 1993], где алгебраизация B3 дается в сигнатуре
⟨∪,∩,∼, J0, J1/2, J1, 0, 1⟩. Здесь ⟨∪,∩,∼⟩ есть деморгановская
дистрибутивная квази-решетка (т. е. решетка без законов по-
глощения), а операторы J0, J1/2, и J1 определяются следующим
образом:

Ji(x) =

{
1, если x = i

0, если x ̸= i
(i = 0, 1/2, 1).

В 2007 г. Томова показала (см. [Томова, 2012, c. 59]), что
логики со связками {∼,∩,⊢} и {⌉,∩,∪} функционально эквива-
лентны. Осталось показать, что посредством связок из {⌉,∩,∪}
определимы связки ∼ и ⊢:

∼ p := (p∩ ⌉p)∪⌉p,

⊢ p := ⌉ ∼ p.

Это значит, что алгебраизацию B3 можно представить
в очень простом виде, а именно как дистрибутивную квази-
решетку ⟨L,∪,∩, 0, 1⟩, снабженную операцией трехзначного
псевдодополнения.

Имеется несколько обобщений трехзначной логики Бочва-
ра B3 на n-значный случай Bn при том совершенно разных, т. е.
с разными классами тавтологий. В [Бочвар, Финн, 1972, c. 289]
построено обобщение со связками ∼,∩,∪ и Ji (0 ≤ i ≤ n−1), со-
храняющее алгебраические свойства B3. Именно с этими связ-
ками Bn была аксиоматизирована в [Григолия, Финн, 1979] и
[Finn, Grigolia, 1980] в виде гильбертовского исчисления и по-
строена ее алгебра с доказательством теоремы представления.
Заметим, что алгебры для Bn не являются многообразием, а
только квазимногообразием.
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1.3. Функциональные свойства B3

Рассмотрим матрицу для трехзначной логики Лукасевича
 L3 [ Lukasiewicz, 1920]:

ML
3 = ⟨{0, 1/2, 1},∼,→, {1}⟩,

где ∼ определено выше, а таблица для → есть

→ 1 1/2 0
1 1 1/2 0
1/2 1 1 1/2

0 1 1 1

Посредством исходных связок по определению вводятся
другие логические связки:

p ∨ q := (p→ q) → q (p ∨ q = max(x, y)),

p ∧ q :=∼(∼p∨ ∼q) (p ∧ q = min(x, y)).

Заметим, что фрагмент  L3, состоящей из множества свя-
зок {∼,∧,∨} представляет собой язык сильной регулярной ло-
гики Клини K3 [Клини, 1957, § 64], где импликация ⊃ опреде-
ляется стандартным образом:

p ⊃ q :=∼ p ∨ q.
В.И. Шестаков8 в [Шестаков, 1964] показал, что если в

B3 = {∼,∩,⊢} конъюнкцию ∩ заменить на ∧ из K3, то B3

превращается в трехзначную логику Лукасевича  L3.
8Напомним, что В.И. Шестаков является пионером (на ряду с

К.Э. Шенноном и А. Накашимой) в применении булевой алгебры к анали-
зу электрических релейно-контактных схем (диссертация 1938 г.). Огра-
ниченность средств классической двузначной логики, обнаруженная Ше-
стаковым в процессе более сложных сетей таких, как соединение мостов,
привело его к необходимости использования аппарата многозначной ло-
гики.
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Это делается следующим образом:

p→ q := (∼ p ∨ q) ∨ (↓ p∧ ↓ q), где

↓ p :=∼(⊢ p∪ ⊢∼p).9

Заметим, что логика B3 функционально вложима в  L3:

⊢ p :=∼ (p→∼ p),

p ∩ q := (p ∧ q) ∨ (p∧ ∼ p) ∨ (q∧ ∼ q) [Бочвар, Финн, 1972,
с. 289],

но обратное не имеет места, поскольку из построения «нор-
мальных форм» для B3 (см. [Финн, 1974a]) следует, что им-
пликация Лукасевича → не определима в B3.

Отметим также, что  L3 по функциональным свойствам
является предполной логикой в P3, где P3 есть трехзначная
функционально полная логика Поста [Post, 1921]. Очень важ-
ное понятие предполноты состоит в следующем.

Определение 11. В общем случае система функций F1 назы-
вается предполной в F2, если F1 представляет не полную систе-
му, но добавление к F1 любой функции f такой, что f ∈ F2 и
f /∈ F1 преобразует F1 в F2.

Важный результат получен В.К. Финном в [Финн, 1974b],
где установлен критерий функциональной полноты для клас-
са функций B3, соответствующего трехзначной логике Бочва-
ра B3. Здесь доказывается, что B3 имеет ровно 11 предполных
классов, и система функций F полна в B3 т.т.т., когда F не
включается ни в один из этих классов.

Наконец, мы должны указать еще один результат, на са-
мом деле фундаментальный, относительно логики B3. Пусть

9В этом же году Е. Слупецкий (см. [S lupecki, Bryll, Prucnal, 1967]) по-
средством связок {∼,∨,∧,♢} определяет p → q следующим образом:

p → q := (∼ p ∨ q) ∨ ♢(∼ p ∧ q), где
♢p :=∼⊢∼ p.
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Pn есть множество всех n-значных функций, соответству-
ющих n-значной логике Поста Pn, и пусть F ⊆ Pn. То-
гда, следуя А.В. Кузнецову, множество всех функций, ко-
торые можно получить с помощью операции суперпозиции
(см. [Яблонский, 1958]) из F , называется замыканием F и обо-
значается посредством [F ]. Множество F n-значных функций
называется (функционально) замкнутым множеством (клас-
сом), если оно совпадает со своим замыканием, т. е. если
F = [F ]. В [Post, 1941] Пост доказал, что мощность множе-
ства замкнутых классов в P2, где P2 есть множество булевых
функций, счётна, и дал полное описание решетки замкнутых
классов. Неожиданно оказалось [Янов, Мучник, 1959], что для
всякого n(n ≥ 3) Pn содержит континуум различных замкну-
тых классов10. Возникает естественный вопрос о мощности
множества замкнутых классов функций в логиках «слабее» Pn

(обсуждение см. в [Карпенко, 2010]). Установлено, что  L3 яв-
ляется «континуальной» логикой, а как быть с B3? Была уве-
ренность, что B3, как и C2 является «счетной» логикой, пока
недавно был получен удивительный результат, что такая «сла-
бая» логика, как B3, также содержит континуум различных
замкнутых классов функций [Prelovskiy, 2013].

1.4. Фрагмент B3, состоящий только из внешних
формул

Еще В.И. Шестаков в работе [Шестаков, 1959] сократил число
основных связок логики Бочвара B3 до двух {ψ,⊢}, где ψ по
аналогии с классической логикой высказываний есть антидизъ-
юнкция (стрелка Пирса) и определяется следующим образом:
pψ q :=∼ p ∩ ∼ q. Таким образом, все внутренние связки B3

определимы посредством pψ q. В последующем фрагмент B3,
10См. также [Hulanicki, Swierckowski, 1960].
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состоящий только из внутренних связок, Шестаков обозначил
посредством B0.

В работе [Шестаков, 1971] автор выделяет фрагмент B3,
который содержит только внешние связки, и обозначает его как
B1. В этой работе вводится стрелка Пирса γ (и штрих Шеф-
фера λ):

γ 1 1/2 0
1 0 0 0
1/2 0 0 1
0 0 1 1

посредством которого определяется весь класс внешних связок,
в числе которых все связки, входящие в изоморф B2

3 (см. выше
раздел 1.1), а также связку ⌉. Через эти связки следующим
образом определяется γ [Шестаков, 1971, с. 105]:

x γ y := (⌉x ∩2 ⌈y) ∪2 (⌈x∩2 ⌉y) (Sh).

К этой примечательной формуле мы еще вернемся в связи
с паралогиками. Шестаков обсуждает также вопрос о взаимо-
отношении B0 и B1 и приходит к выводу, что логика B3 явля-
ется объединением непересекающихся логик B0 и B1. Отсюда,
кстати, следует, что множество всех связок B3 не представи-
мо в виде штриха Шеффера (стрелки Пирса). Теперь понятен
шокирующий результат Преловского [Prelovskiy, 2013] о кон-
тинуальности B3. По отдельности B0 и B1 счетные логики, и
поэтому [{B0}] ∪ [{B1}] = ℵ0, но [{B0} ∩ {B1}] = C.

Главный результат статьи [Шестаков, 1971] заключается в
доказательстве теоремы о функциональной полноте множества
внешних связок посредством введения «канонических» (нор-
мальных) форм11. Однако заметим, что имеется более сильный

11В [Финн, 1974a, с. 399] сформулирована следующая теорема. Всякая
внешняя формула из B3, тождественно не равная 0, представима един-
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результат, а именно из упоминаемого нами критерия функци-
ональной полноты для класса функций B3 [Финн, 1974b] сле-
дует критерий функциональной полноты для класса внешних
функций12 B1: B1 имеет ровно 7 предполных классов, и систе-
ма функций F полна в B1 т.т.т., когда F не включается ни в
один из этих классов.

1.5. Класс бочваровых логик B
Мы уже знаем, что B3 является расширением B0 (или,
что то же самое, расширением слабой логика Клини Kw

3

[Kleene, 1938], открытой одновременно с B0). Возникает нетри-
виальный вопрос о классификации всех интересных расшире-
ний B0 (см. [Томова, 2010])13.

Надо уточнить слово «интересные». Для каждой системы
логики наиболее важно, какими свойствами обладает её связ-
ка импликации. Пусть V3 есть {0, 1/2, 1} и D есть множество
выделенных значений. Импликацию → будем называть есте-
ственной, если она обладает следующими свойствами:

(1) C-расширение, т. е. ограничение → на подмножество
{0, 1} множества V3 есть обычная классическая связка
импликации.

(2) Нормальность в смысле Лукасевича–Тарского, т. е. если
x → y ∈ D и x ∈ D, то y ∈ D [ Lukasiewicz, Tarski, 1930,
p. 134].

(3) Согласованность с частичным порядком, т. е. для всех
x, y ∈ V3: если x ≤ y, то x→ y ∈ D.

ственным образом в виде совершенной дизъюнктивной J-нормальной фор-
мы.

12Функция f называется внешней, если для любого набора истинност-
ных значений x1, . . . , xn f(x1, . . . , xn) = 0 или f(x1, . . . , xn) = 1.

13Cм. также книгу [Томова, 2012] и статью [Tomova, 2012].
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При D = {1} имеем 6 импликаций:

→ 1 1/2 0

1 1 a 0
1/2 1 1 b

0 1 1 1

Здесь a ∈ {0, 1/2} и b ∈ {0, 1/2, 1}.
При D = {1, 1/2} имеем 24 импликации:

→ 1 1/2 0

1 1 b 0
1/2 a a 0
0 1 a 1

Здесь a ∈ {1, 1/2} и b ∈ {0, 1/2, 1}.
Заметим, что 2 пары импликаций совпадают как при

D = {1}, так и при D = {1, 1/2}, поэтому имеется всего 28 уни-
кальных импликаций, удовлетворяющих условиям (1)–(3).

Множество трехзначных логик, которые являются расши-
рением B0 естественными импликациями, разбивается на семь
непересекающихся классов. Эти семь классов представимы в
виде решетки семи базовых (при данном подходе) трехзначных
логик по отношению функционального вложения одной логики
в другую:
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Рис. 1. Решетка базовых трехзначных логик

Интересна таблица разбиений всех 28 расширений на клас-
сы эквивалентности:

 L3 PCont B3 Z T1 T2 T3

12 8 3 2 1 1 1

Исходную паранепротиворечивую логику PCont мы рас-
смотрим ниже. Одна из логик Z появилась в [Ha lkowska, 1989].
Логики T1, T2 и T3 появились впервые.

Нас интересует класс трехзначных логик Бочвара, кото-
рый обозначим посредством B. Импликации из этого класса
окажутся тем инструментом, который приведет нас к установ-
лению истинного взаимоотношения между простыми парало-
гиками.

Мы видим, что класс трехзначных логик Бочвара B со-
стоит из трех элементов — трех логик. Теперь мы можем их
перечислить [Томова, 2012, с. 33]):

{∼,∪,∩,→5}, {∼,∪,∩,→7} и {∼,∪,∩,→4},
Импликация →5 есть ⊃2, импликация →7 есть ⊃♢.
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Импликация →4 определяется следующей таблицей:

→4 1 1/2 0
1 1 0 0
1/2 1 1 0
0 1 1 1

Здесь выделенным значением является 1. Эта импликация
появляется уже у Н. Решера [Rescher, 1969, p. 47] при постро-
ении «стандартной последовательности логик», и специально
выделена В.И. Шестаковым в [Шестаков, 1971, с. 104], где обо-
значается как ≺ и определяется следующим образом:

p ≺ q := (p ⊃2 q) ∩2 (⌉q ⊃2 ⌉p).

Класс B говорит о том, что логики с этими связками по-
парно функционально эквивалентны14. Доказательство данно-
го факта не представляет сложности. Так, функциональная эк-
вивалентность {∼,∪,∩,→5} и {∼,∪,∩,→7} следует из опреде-
лений:

p→7 q :=∼ p→5∼ q,

p→5 q :=∼ p→7∼ q.

Далее докажем функциональную эквивалентность
{∼,∪,∩,→5} и {∼,∪,∩,→4}. Непосредственно это следует из
определений:

p→4 q := (p→5 q) ∩ (∼ q →5∼ p),

p→5 q := (p ∪ q) →4 ((p→4 q)∪ ∼ p).

Обратим внимание на импликацию →4, которая в пред-
ложенной классификации имеет «напарника» →4′ . Последнее

14Ср. с [Томова, 2012, Утверждение 2.20].
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означает, что таблица для →4′ есть в точности как для →4, но
с двумя выделенными значениями 1/2 и 1. Более того, матрицы

M = ⟨{0, 1/2, 1},→4, {1}⟩ и

M′ = ⟨{0, 1/2, 1},→4′ , {1/2, 1}⟩

эквивалентны, т. е. задают один и тот же класс тавтологий.
В [Tomova, 2013, p. 347] показано, что в этих матрицах не име-
ют места закон утверждения консеквента, закон Пирса и пере-
становка:

p ⊃ (q ⊃ p),

((p ⊃ q) ⊃ p) ⊃ p,

(p ⊃ (q ⊃ r)) ⊃ (q ⊃ (p ⊃ r)).

Напомним, что импликации →5 и →7 являются классически-
ми, т. е. в матрицах для них верифицируется импликативный
фрагмент C2.

Итак, в результате класс B содержит четыре элемента
{→5,→7, →4,→4′} и обращает на себя внимание то, что в этом
классе нет напарников для →5 и →7, т. е. нет импликации →5′ ,
задаваемой матрицей с двумя выделенными значениями, и нет
импликации →7′ , задаваемой матрицей с одним выделенным
значением. Напомним, что эти импликации появляются в ра-
боте [Девяткин, Карпенко, Попов, 2007] и играют ту же самую
роль для построения изоморфов C2, как и импликации →5

и →7. Как мы увидим далее, класс B может быть пополнен.
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Глава 2.

ЛИТЕРАЛЬНЫЕ ПАРАЛОГИКИ

Интерес к трехзначным паранепротиворечивым логикам
и трехзначным параполным логикам необычайно высок в си-
лу простоты исследуемых объектов и возможности различных
применений, в том числе в области компьютерных наук, при
работе с базами данных, в сфере искусственного интеллекта и
других областях. Еще из многочисленных применений паране-
противоречивой логики выделим то, которое связано с обра-
боткой противоречивой информации компьютером.

2.1. Паранепротиворечивость и параполнота
Основным стимулом разработки систем паранепротиворечивой
логики является мысль о том, что мы можем оказаться в си-
туации, когда наша теория окажется противоречивой, и в то
же время мы должны осуществить некоторый обоснованный
вывод.

Существуют различные определения паранепротиворечи-
вой логики. Наиболее часто используется в литературе следу-
ющее.

Пусть � — отношение следования. Назовем � эксплозив-
ным1, если A,¬A � B, имеет место для любых A и B. Клас-
сическая логика и большинство стандартных неклассических
логик, таких как интуиционистская, многозначные логики  L3

1От эксплозия (англ. explosion) — взрыв, направленный во вне.
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и B3 являются эксплозивными. В случае с паранепротиворечи-
вой логикой ситуация меняется. Логика паранепротиворечива,
если и только если ее отношение логического следования не
является эксплозивным (см. [Priest, Tanaka, Weber, 2013]). Ду-
альным образом, назовем � имплозивным2, если B � A,¬A,
имеет место для любых A и B. Логика параполна, если и толь-
ко если ее отношение логического следования не является им-
плозивным.

Следуя В.М. Попову [Попов, 2011], мы можем дать более
развернутое определение паранепротиворечивости и парапол-
ноты. Здесь под логикой будем понимать непустое множество
формул, замкнутое относительно правила подстановки и пра-
вила modus ponens. Теорией логики L называется множество
формул, включающее логику L и замкнутое относительно пра-
вила modus ponens. Множество всех формул называется триви-
альной теорией. Противоречивой теорией логики L называем
такую теорию T логики L, что для некоторой формулы A верно
следующее: A ∈ T и ¬A ∈ T. Паранепротиворечивой теорией
логики L называем такую противоречивую теорию T логики
L, что T не есть тривиальная теория. Паранепротиворечивой
логикой называем такую логику L, что существует паранепро-
тиворечивая теория логики L (ср. с [Da Costa, 1974]). Полной
теорией логики L называем такую теорию T логики L, что что
для всякой формулы A верно: A ∈ T или ¬A ∈ T. Параполной
теорией логики L называем такую теорию T логики L, что T не
является полной теорией логики L и всякая полная теория ло-
гики L, включающая T, есть тривиальная теория. Параполной
логикой называем такую логику L, что существует параполная
теория логики L (ср. с [Loparic, da Costa, 1986]).

Итак, существуют различные формальные и содержа-
тельные критерии построения систем паранепротиворечи-

2От имплозия (англ. implosion) — взрыв, направленный внутрь.
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вых логик (PL), но для данной работы хорошо подхо-
дит «импликативно-негативный» критерий С. Яськовского,
именно он первый рассмотрел эту проблему в 1948 г.
(см. [Jaśkowski, 1969]). Эта работа предлагает следующий кри-
терий построения PL (более подробно см. в [Karpenko, 1999]):
в системе PL не верифицируется импликативный закон
A ⊃ (¬A ⊃ B). Обычно этот закон называется законом Дун-
са Скота. По аналогии с паранепротиворечивыми логиками
удобно будет использовать следующий формальный критерий
для параполноты: логика L параполна, если закон Клавия
(¬A ⊃ A) ⊃ A не имеет места в L (см. [Ciuciura, 2015]).

Отметим, что классическая логика C2 не является ни па-
ранепротиворечивой, ни параполной. Логики, которые одно-
временно являются и паранепротиворечивыми и параполны-
ми называются паранормальными логиками (следуя термино-
логии Ф. Миро Квисада (F. Miró Quesada)).3 Ниже мы приве-
дем удивительный пример трехзначной паранормальной логи-
ки (TK1), которая имеет непосредственное отношение к боч-
варовому классу B.

Обратим внимание, что если в логике не верифицирует-
ся закон Дунса Скота , то при наличии правила modus ponens,
сохраняющего выделенное значение, мы не сможем из проти-
воречия получить любую формулу, т. е. отношение логического
следования не будет эксплозивным. Однако в некоторых систе-
мах верификация закона Дунса Скота не приводит к тому, что
из противоречия следует все что угодно, и логика также явля-
ется паранепротиворечивой. Пример такой логики рассмотрим
в следующем параграфе.

3О паранормальных логиках см. также [Béziau, 1989].
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2.2. Логика Приста LP и логика PCont
Интересным примером трехзначной паранепротиворечивой ло-
гики является логика Приста LP (см. [Priest, 1979; Priest,
1984]), при построении которой в явном виде используется
свойство быть изоморфом C2 и свойство слабого правила
modus ponens. На самом деле логика LP есть не что иное,
как трехзначная сильная регулярная логика Клини K3 (см.
стр. 23), но с двумя выделенными значениями.

Уже Н. Решер в [Rescher, 1969, p. 116–117] заметил, что
матрица для K3 с двумя выделенными значениями являет-
ся характеристической для C2. Строгое доказательство этого
утверждения можно найти в [Epstein, 1990, p. 252] (см. также
книгу Л. Девяткина [Девяткин, 2011, раздел 3.2]). Это озна-
чает, что закон Дунса Скота имеет место в LP, но правило
modus ponens в LP не сохраняет выделенное значение, т. е. не
является строгим и поэтому, имея A и ∼ A, из закона Дунса
Скота по правилу modus ponens не получим B. В итоге, при
стандартном определении отношения логического следования
следующие утверждения не верны:

1. (A∧ ∼ A) � B.

2. A,∼ A ∨B � B.

3. A ⊃ B,B ⊃ C � A ⊃ C.

4. A ⊃ B,A � B.

5. Если A и B не содержат общих пропозициональных пе-
ременных и если B принимает значение 0, то A 2 B.

Заметим, что логика LP положена Пристом в основание
паранепротиворечивой теории множеств. Алгебраическое изу-
чение LP см. в [Pynko, 1995a].
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Конечно, для построения паранепротиворечивой логи-
ки необязателен прием ослабления строгого правила modus
ponens. Например, одной из самых известных трехзначной па-
ранепротиворечивых логик является PСont. Берется K3 с дву-
мя выделенными значениями, но в определении связки импли-
кации имеется существенное изменение: вместо 1/2 ⊃ 0 = 1/2
берется 1/2 ⊃ 0 = 0, т. е. импликация в PCont задается следу-
ющей таблицей:4

⊃ 1 1/2 0
1 1 1/2 0
1/2 1 1/2 0
0 1 1 1

Эта логика открывалась в разное время и в разных стра-
нах независимым образом. Начиная с 1983, она систематически
изучалась Л.И. Розоноэром (см. [Розоноэр, 1993]).

PCont содержит весь позитивный фрагмент классической
логики C2 плюс следующие классические формулы с отрица-
нием: p ∨ ∼ p,∼∼ p ≈ p,∼ (p ⊃ q) ≈ (p∧ ∼ q) и законы Де
Моргана

∼ (x ∨ y) ≈∼ x∧ ∼ y

∼ (x ∧ y) ≈∼ x∨ ∼ y,

где p ≈ q := (p ⊃ q)∧(q ⊃ p). Но не все классические тавтологии
с отрицанием имеют место в PCont, например, закон Дунса
Скота, добавление которого к PCont превращает последнюю в
C2. Изящное секвенциальное исчисление для PCont построено
в [Попов, 1989].

4Интересно, что уже в работе С. Яськовского [Jaśkowski, 1969, p. 40] с
ссылкой на систему L2

3 Е. Слупецкого приводится эта импликация вместе с
особым отрицанием и указывается, что закон Дунса Скота не имеет места.
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Отметим также, что исчисление PCont является макси-
мальным в том смысле, что между PCont и C2 нет промежу-
точного исчисления [Batens, 1980]. Другими словами, C2 явля-
ется единственным собственным непротиворечивым расшире-
нием PCont .

2.3. Паранепротиворечивая логика P1

Теперь мы рассмотрим замечательную паранепротиворечи-
вую логику с необычными свойствами. В 1973 году Сет-
те [Sette, 1973] построил наиболее простое из возможных пара-
непротиворечивое исчисление P1 со следующим синтаксисом:

1. Пропозициональные переменные p1, p2, . . . , pn;

2. Логические связки ⊃ (импликация) и ¬ (отрицание);

3. Технические символы (,).

Понятия правильно построенных формул, атомарных
формулы, схем формул и др. определяются стандартно (ана-
логично тому, как это сделано в классической логике). За-
главные буквы используются в качестве метапеременных над
формулами.

Если A, B, C — формулы, то следующие схемы формул
являются аксиомами:

(A1) A ⊃ (B ⊃ A),

(A2) (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ C)),

(A3) (¬A ⊃ ¬B) ⊃ ((¬A ⊃ ¬¬B) ⊃ A),

(A4) (¬A ⊃ ¬¬A) ⊃ A),

(A5) (A ⊃ B) ⊃ ¬¬(A ⊃ B),

и modus ponens, (MP) A,A ⊃ B/B, в качестве единственного
правила вывода.
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В [Boscaino, 1992] показано, что аксиома (А4) не являет-
ся независимой. Заметим, что если к аксиомам (А1) и (А2)
добавим контрапозицию (¬A ⊃ ¬B) ⊃ (B ⊃ A), то получим
аксиоматизацию C2 из [ Lukasiewicz, Tarski, 1930, p. 136].

Исчисление P1 семантически полно относительно следую-
щей трехзначной логической матрицы:

MP 1 = ⟨{0, 1/2, 1},¬,⊃, {1, 1/2}⟩,
где ¬ и ⊃ суть ⌈ и ⊃♢, соответственно (см. соответствующие
таблицы в разделе 1.1). Дизъюнкция, конъюнкция и эквива-
ленция вводятся согласно определениям:

A ∨B := (A ⊃ ¬¬A) ⊃ (¬A ⊃ B),

A∧B := (((A ⊃ A) ⊃ A) ⊃ ¬((B ⊃ B) ⊃ B)) ⊃ ¬(A ⊃ ¬B),

A ≡ B := (A ⊃ B) ∧ (B ⊃ A).

Эти связки есть не что иное как дизъюнкция ∪♢, конъ-
юнкция ∩♢, и эквиваленция ≡♢ изоморфа B♢

3 .
Впервые таблицы истинности для ¬, ⊃, ∨, ∧ ≡ появляют-

ся в 1974 (см. [Da Costa, 1974, p. 499]), где они были исполь-
зованы для доказательства того факта, что некоторые клас-
сические тавтологии не имеют места в паранепротиворечивой
логике да Косты C1. В [Da Costa, Alves, 1981] рассматривается
логика P1 под названием F, полученная из трехзначной логи-
ки Лукасевича  L3. Однако теперь мы знаем, что связки логики
P1 определимы посредством связок логики Бочвара B3. Логи-
ка P1 как расширение паранепротиворечивой логики да Ко-
сты C1 была независимо рассмотрена Мортенсеном в 1989, под
названием C0.1 (см. [Mortensen, 1989, p. 299]). В [Popov, 1999]
Попов обратил внимание, что P1 (под названием I1) полу-
чается из трехзначной паранепротиворечивой логики Арруды
V1 [Arruda, 1977], если в ней останутся только так называе-
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мые «переменные Васильева», т. е. только атомарные форму-
лы. В [Marcos, 2005a] P1 аксиоматизирована как расширение
системы да Косты Cn. В [Ciuciura, 2015a] представлена новая
гильбертова аксиоматизация P1.

Обратим внимание на работу [Karpenko, 1986, p. 67], где
значительно упрощается определение связок ∨ и ∧ в P1. Это
делается следующим образом:

⌉A := ⌈(⌈A ⊃ A)5,

A ∨B := (⌉A ⊃ B),

A ∧B :=⌉(A ⊃⌉B).

Подчеркивается, что логика со связками ⌉, ⊃, ∨ и ∧ есть
модель классической двузначной логики. В нашей новой тер-
минологии это есть изоморф C2, обозначенный нами как B♢

3 .
Теперь выделим основные свойства логики P1:

(1) В отличие от паранепротиворечивой логики PCont, P1

является паранепротиворечивой только на атомарном
уровне. Это значит, что закон Дунса Скота A ⊃ (¬A ⊃ B)
является P1-тавтологией только если A не является про-
позициональной переменной. Об атомарных и молекуляр-
ных паранепротиворечивых логиках см. [Karpenko, 2002].

(2) Исчисление P1 является максимальным в следующем
смысле: если A — классическая тавтология, не дока-
зуемая в P1, тогда в результате добавления A к P1

5Ради справедливости заметим, что уже из работы [Da Costa, 1974,
p. 500] следует, что посредством логических связок из P1 можно опреде-
лить «сильное отрицание» ⌉, которое «имеет все свойства классического
отрицания»: ⌉A := ⌈A∧ ⌈(A∧ ⌈A). Понятно почему ⌉A является классиче-
ским отрицанием: замена в P1 отрицания ⌈A на отрицание ⌉A превраща-
ет P1 в изоморф C2, который мы обозначили посредством B♢

3 . Последнее
означает, что теперь мы можем определять дизъюнкцию ∨ и конъюнкцию
∧ стандартным образом.
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в качестве новой схемы аксиомы получим классиче-
скую логику C2 [Sette, 1973, Proposition 11] (см. так-
же [Mortensen, 1989, Theorem 5.4]).

(3) Логика P1 алгебраизуема в смысле В. Блока и
Д. Пигоцци (см. [Lewin, Mikenberg, Schwarze, 1990] и
[Pynko, 1995]).

(4) P1 является комбинацией логических операций изомор-
фов B2

3 и B♢
3 , т. е. логика P1 — логика со следующим мно-

жеством связок {∼2,⊃♢,∩♢,∪♢,≡♢} [Karpenko, 2000b,
p. 34].

(5) В P1 верифицируется формула A ⊃ (¬A ⊃ (¬¬A ⊃ B)).
В 1997 Ж.-И. Безье (см. [Béziau, 2000, p. 100]) и Е.К. Вой-
швилло независимо обнаружили, что в P1 из ¬A and
¬¬A следует B. Несложно проверить, что формула ¬A ⊃
(¬¬A ⊃ B) верифицируема трехзначными таблицами для
¬ и ⊃ в P1. Но результат Войшвилло более сильный, т. к.
для построения выводаB требуются только аксиомы (A1)
и (A3) с правилом modus ponens (см. [Karpenko, 2000b,
p. 185]).

(6) В [Araujo, Alves, Guerzoni, 1987] представлен перевод P1

в T, где T есть модальная система Гёделя-Фейса-фон
Вригта.

2.4. Параполная логика I1

В [Sette, Carnielli, 1995] в качестве дуальной к паранепротиво-
речивой логике P1 была введена параполная трехзначная логи-
ка I1, названная авторами «слабо интуиционистской логикой».

Исчисление I1 аксиоматизировано посредством следую-
щих схем аксиом:

(A1) A ⊃ (B ⊃ A),
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(A2) (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ C)),

(A3) (¬¬A ⊃ ¬B) ⊃ ((¬¬A ⊃ B) ⊃ ¬A),

(A4) ¬¬(A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ B),

и modus ponens.

В [Sette, Carnielli, 1995] показано, что исчисление I1 се-
мантически полно относительно следующей трехзначной логи-
ческой матрицы:

MI1 = ⟨{0, 1/2, 1},¬,⊃, {1}⟩,
где ¬ и ⊃ суть ∼♢(⌉) и ⊃2(→5), соответственно (см. соответ-
ствующие таблицы в разделе 1.1).

Конъюнкция ∧ и дизъюнкция ∨ определяются в I1 следу-
ющим образом:

A ∧B := ¬(((A ⊃ A) ⊃ A) ⊃ ¬((B ⊃ B) ⊃ B)),

A ∨B := ¬((B ⊃ B) ⊃ B) ⊃ ((A ⊃ A) ⊃ A).

Эти связки есть не что иное как конъюнкция ∩2 и дизъ-
юнкция ∪2 изоморфа B2

3 . В I1 имеют место все аксиомы из-
вестной интуиционистскй логики Гейтинга.

Система, подобная I1, также была изучена с различ-
ных точек зрения в [Cândido, 1992] и [Loparic, da Costa, 1986].
В [Sette, Alves, 1996] было доказано, что исчисление β1
из [Loparic, da Costa, 1986] эквивалентно исчислению I1.
В [Popov, 1999] для логики I1 (под названием I2) пред-
ставлено секвенциальное исчисление генценовского типа.
В [Ciuciura, 2015] представлена новая гильбертова аксиомати-
зация для I1.

Логика I1 имеет следующие свойства:

(1) I1 является параполной логикой только на атомарном
уровне. Это означает, что закон Клавия, (¬A ⊃ A) ⊃ A,
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является I1-тавтологией только если A не является про-
позициональной переменной.

(2) Исчисление I1 является максимальным
[Sette, Carnielli, 1995].

(3) I1 алгебраизуема в смысле В. Блока и Д. Пигоцци (см.
[Sette, Carnielli, 1995])6.

(4) I1 является комбинацией логических операций изомор-
фов B2

3 и B♢
3 , т. е. логика I1 — логика со следующим мно-

жеством связок {∼♢,⊃2,∩2,∪2,≡2} [Karpenko, 2000b,
p. 34].

2.5. Взаимоотношения P1 и I1

Уже в работе [Sette, Carnielli, 1995], где вводится параполная
логика I1, авторы поясняют в каком смысле логики P1 и I1 мо-
гут быть рассмотрены в качестве дуальных. И в данном случае
дуальность этих систем авторы сводят к тому, что P1 пред-
ставляется как слабо паранепротиворечивая логика — логика,
в которой не верифицируется закон непротиворечия, а логика
I1 как слабо интуиционистская — логика, в которой не вери-
фицируется закон исключенного третьего.

Важным оказался 2000 год, когда независимо друг от дру-
га сразу в трех работах: [Carnielli, 2000; D’ottaviano, Feitosa,
2000; Karpenko, 2000b] сами логики P1 и I1 стали изучаться
параллельно и взаимосвязано.

В [Carnielli, 2000] сильное отрицание ⌉A в P1 определяется
следующим образом (будем использовать наши обозначения):

6Здесь авторы обращают внимание на то, что с алгебраической точки
зрения, кажется удивительным, что такие различные (а на самом деле
дуальные) логики P1 и I1 могут быть алгебраизуемы посредством одной
и той же системы эквивалентных формул ∆ и посредством одних и тех
же равенств σ ∼ ϵ. Тогда в случае с P1 и I1 естественно возникает вопрос:
каковы отношения между P1 и I1? (ibid., p. 202).
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⌉A := ⌈(⌈A ⊃♢ A).

В [D’ottaviano, Feitosa, 2000] определяется так:

⌉A := A ⊃♢ ⌈(A ⊃♢ A).

В [Carnielli, 2000] и [D’ottaviano, Feitosa, 2000] даются бо-
лее простые определения ∪♢ и ∩♢ в P1 чем это сделал А. Сетте
в [Sette, 1973]7:

A ∪♢ B := (⌉A ⊃♢ B),

A ∩♢ B := ⌉(A ⊃♢ ⌉B) [Carnielli, 2000, p. 158],

A ∩♢ B := ⌉(⌉A ⊃♢ ⌉B) [D’ottaviano, Feitosa, 2000, p. 84].

Также в [Carnielli, 2000] и [D’ottaviano, Feitosa, 2000] опре-
деляются связки ⌈, ∪2 и ∩2 в I1. Например, ⌈A := A ⊃2 ⌉A
[Carnielli, 2000, p. 159].

Целью работы [Carnielli, 2000] является обеспечение ко-
нечнозначных логик, включая такие экзотические как P1

и I1, семантическими интерпретациями, которые одновре-
менно были бы интуитивно приемлемыми и с которыми
легко было бы работать. Для этого В. Карниелли специ-
ально разработана «семантика возможной переводимости»
(possible translations semantics). Данная семантика может рас-
сматриваться как обобщение семантики Крипке, в которой
имеем миры совершенно различной природы. Целью рабо-
ты [D’ottaviano, Feitosa, 2000] является применение нового ти-
па перевода между логиками, названного «консервативным
переводом» (conservative translation). В частности представ-
лен перевод R: I1 в P1, и перевод S: P1 в I1. Здесь отме-
чается, что А. Сетте и В. Карниелли [Sette, Carnielli, 1995]
«не вводят какой-либо функции или из P1 в I1, или из I1 в
P1, которая проясняла бы в терминах переводов, что озна-

7См. также [Karpenko, 1986].
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чает упомянутая ими “дуальность” между двумя система-
ми» [D’ottaviano, Feitosa, 2000, p. 90].

Целью статьи [Karpenko, 2000b] как раз и является прояс-
нение смысла дуальности между P1 и I1 посредством комби-
нации двух трехзначных изоморфов классической логики C2.
Из того, что в P1 можно определить

⊢ A := ⌈⌈A и ⌉A := ⌈(⌈A ⊃♢ A)

делается важный вывод [Karpenko, 2000b, p. 185]:

a) P1 содержит фрагменты B2
3 and B♢

3 изоморфные C2,

b) P1 содержит фрагмент изоморфный I1.

Рассуждая аналогичным образом, приходим к выводу:

с) I1 содержит фрагменты B2
3 and B♢

3 изоморфные C2,

d) I1 содержит фрагмент изоморфный P1.

Отсюда очевидным образом следует, что логики P1 и I1

функционально эквивалентны, т. е. посредством связок из P1

определимы связки из I1, и наоборот, посредством связок из I1

определимы связки из P1.
Более того, поскольку P1 (как и I1) содержат оба указан-

ных изоморфа, то имеются связки ⌉, ⌈, ∪2 и ∩2. А это значит,
что в силу формулы Шестакова (Sh) (см. выше раздел 1.4)
логика P1 (как и I1) функционально эквивалентна фрагмен-
ту B1, состоящему из множества всех внешних формул логи-
ки Бочвара B3. Этот же вывод следует из рассмотренных ра-
бот [Carnielli, 2000] и [D’ottaviano, Feitosa, 2000], если мы возь-
мем логику I1 с отрицанием ⌈. Однако никто из указанных
авторов, включая автора статьи [Karpenko, 2000b], на все это
не обратили специального внимания. Только в [Томова, 2011,
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c. 265] был переоткрыт вариант формулы Шестакова (Sh), и
с ее помощью доказана функциональная эквивалентность P1

и B1. Отсюда опять же можно получить функциональную эк-
вивалентность логик P1 и I1.

На самом деле, функциональная эквивалентность логик
P1 и I1 доказывается чрезвычайно просто. Мы уже видели,
что отрицания ⌉ и ⌈ в обоих логиках взаимоопределимы. То же
самое осталось сделать для импликаций ⊃2 и ⊃♢:

A ⊃♢ B := ⌈B ⊃2 ⌈A и A ⊃2 B :=⌉B ⊃♢ ⌉A.

Таким образом, мы видим, что каждая из логик P1 и I1

расщепляется на два изоморфа C2. В связи с этим приведем
цитату из [Marcos, 2004, p. 24] о применении семантики воз-
можной переводимости к конечнозначным логикам: «Более то-
го, истинностно-функциональные конечнозначные логики сами
по себе могут быть разделены с точки зрения двузначной логи-
ки, т. е. на фрагменты двузначной логики. . . копии классиче-
ской логики могут быть объединены во фрагменты модальных
логик и т. д.»

Также подчеркнем, что логика P1 (I1), а следователь-
но и логика внешних связок B1, может быть аксиоматизи-
рована как непосредственное расширение C2, используя ме-
тод Аншакова-Рычкова (см. [Аншаков, Рычков, 1982; Анша-
ков, Рычков, 1984]) для гильбертовской аксиоматизации ко-
нечнозначных логик. Условия для аксиоматизации следующие.
Символы x, y, z,. . . , будут использованы для обозначения про-
извольных истинностных значений.

Логика Ln является истинностно-полной логикой, если,
и только если в Ln функционально выразимы все J-операторы
Ji|i ∈ Vn (определение J-операторов см. в разделе 1.2). Ло-
гика Ln называется С-расширяющей, если, и только если в
Ln операции ¬, ∨, ∧, →, ограничение которых на подмно-
жество {0, 1} совпадает с классическими логическими опе-
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рациями. То есть Ln совпадает с C2 на множестве {0, 1}.
В [Аншаков, Рычков, 1984] представлено подробное изложение
общего эффективного метода построения исчисления гильбер-
товского типа для истинностно-полной С-расширяющей ло-
гики8.

Очевидно, что логики P1 и I1 являются С-расширяющими.
Покажем, например, что I1 является истинностно-полной:

J0(x) есть ⌉(x),

J1/2(x) есть ⌉(x∪2 ⌉x),

J1(x) есть ⌉(⌉x ∪2 J1/2(x)).

Никто не обратил внимание, что логика Арруды V3
из [Arruda, 1977, p. 16], которая есть ни что иное как I1 со
всеми J-операторами, аксиоматизирована подобным образом.

2.6. Литеральные паралогики. LPP-матрицы
В очень интересной статье [Lewin, Mikenberg, 2006] авторы
представляют семейство логических матриц, определяющих
логики, в которых свойства паранепротиворечивости и/или па-
раполноты имеют место только на литеральном уровне9, т. е.

8Гильбертовское исчисление предикатов для произвольной
истинностно-полной С-расширяющей хорошо кванторизуемой логики см.
в [Аншаков, Рычков, 1984]. Логика является хорошо кванторизуемой,
если, и только если соответствующая алгебра ⟨Vn,∨,∧⟩ является квази-
решеткой. Заметим, что кванторы ∀ и ∃ могут быть определены в логике
как обобщенная конъюнкция и как обобщенная дизъюнкция, если, и
только если, логика хорошо кванторизуема. Поскольку каждая решетка
является квазирешеткой, то класс истинностно-полных С-расширяющих
хорошо кванторизуемых логик содержит много хорошо известных
неклассических логик, в которых операции конъюнкции и дизъюнкции
обуславливают решеточную структуру.

9Пусть Fm — множество формул, построенных обычным рекурсивным
образом из счетного множества пропозициональных переменных V ar =
{p1, p2, . . . } и некоторых логических связок. Литералами множества Fm
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для формул, являющихся пропозициональными переменными
p, q, r . . . или их повторными отрицаниями. Заглавные буквы
A, B, C . . . используются в качестве переменных для сложных
формул, т. е. формул, которые содержат бинарные связки, и α,
β, γ . . . в качестве переменных для произвольных формул.

Используя уже принятые обозначения, пусть V есть мно-
жество истинностных значений такое, что {0, 1} ⊆ V и множе-
ство D такое, что D ⊆ V , 1 ∈ D и 0 /∈ D. Пусть ∼: V → V
есть функция такая, что ∼ 1 = 0 и ∼ 0 = 1. Они зада-
ют литеральную паранепротиворечивую-параполную матри-
цу (или LPP-матрицу) (the literal-paraconsistent-paracomplete
matrix ) ⟨V,D,∼⟩ со следующими операциями:

x ∨ y =

{
1, если x ∈ D или y ∈ D,
0, в противном случае,

x ∧ y =

{
1, если x ∈ D и y ∈ D,
0, в противном случае,

x→ y =

{
1, если x /∈ D или y ∈ D,
0, в противном случае.

LPP-матрица является паранепротиворечивой если для
некоторого x ∈ V одновременно и x ∈ D, и ∼ x ∈ D; LPP-
матрица является параполной если одновременно x /∈ D, и
∼ x /∈ D.

Заметим, что матрица ⟨{1, 0}, {1},∼⟩, где ∼ 0 = 1 и
∼ 1 = 0, которая определяет пропозициональную классиче-
скую логику C2, не является ни паранепротиворечивой, ни па-
раполной.

Р. Левин и И. Микенберг определяют непротиворечивую и
полную дедуктивную систему для логики, задаваемой классом

назовем множество Lit всех формул следующего вида: ¬kp, где ¬0p = p и
¬k+1p = ¬(¬kp), для p ∈ V ar [Lewin, Mikenberg, 2006, p. 479].
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всех LPP-матриц ⟨V,D,∼⟩, не налагая условия на V , D или ∼.
Эта система названа литеральная паранепротиворечивая-
параполная логика (LPPL) с единственным правилом вывода
modus ponens (MP) и со следующими аксиомами:

(A1) α→ (β → α).

(A2) (α→ (β → γ)) → ((α→ β) → (α→ γ)).

(A3) (α ∧ β) → α.

(A4) (α ∧ β) → β.

(A5) (α→ β) → ((α→ γ) → (α→ (β ∧ γ))).

(A6) α→ (α ∨ β).

(A7) β → (α ∨ β).

(A8) (α→ γ) → ((β → γ) → ((α ∧ β) → γ)).

(A9) Аксиома для отрицания: (∼ A →∼ B) → (B → A),
где A и B — сложные формулы.

Р. Левин и И. Микенберг отмечают, что эта система бы-
ла предложена Л. Пуга и Н. да Коста в [Puga, Da Costa, 1988]
в качестве аксиоматизации воображаемой логики Василье-
ва. В [Lewin, Mikenberg, 2006] изучается класс трехэлементных
матриц ⟨V3, D,∼⟩, где V3 = {0, 1/2, 1}. Существует три возмож-
ные функции ∼, а именно,

∼1 1/2 = 1/2 (т. е. ∼1 есть ∼)

∼2 1/2 = 1 (т. е. ∼2 есть ⌈)
∼3 1/2 = 0 (т. е. ∼3 есть ⌉).

Кроме того, возможны два множества выделенных значе-
ний, а именно, D1 = {1} и D2 = {1, 1/2}. Тогда мы получим
следующие шесть комбинаций:

M3
1,1 = ⟨V3, D1,∼1⟩,
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M3
1,3 = ⟨V3, D1,∼3⟩,

M3
2,1 = ⟨V3, D2,∼1⟩,

M3
2,2 = ⟨V3, D2,∼2⟩,

M3
1,2 = ⟨V3, D1,∼2⟩,

M3
2,3 = ⟨V3, D2,∼3⟩.

Р. Левин и И. Микенберг рассматривают только редуци-
рованные матрицы (см. определение в [Lewin, Mikenberg, 2006,
p. 482]), это первые четыре из указанных шести матриц. Об-
ратим внимание, что последние две матрицы есть не что иное
как бочваровы изоморфы B2

3 и B♢
3 классической логики C2

(см. раздел 1.1).

2.6.1. Аксиоматизации и решетка расширений LPPL
Представляют интерес аксиоматизации логик, задаваемые пер-
выми четырьмя матрицами.

Пусть α◦ = ∼(α ∧ ∼α) и α• = α∨ ∼ α
Ниже приведена аксиоматизация логики S2,2, определяе-

мой матрицей M3
2,2 = ⟨V3, D2,∼2⟩. Это логика Сетте P1.

Система аксиом:

(A2,2.1) Аксиомы LPPL.

(A2,2.2) β◦ → ((α→ β) → ((α→∼2 β) →∼2 α)).

(A2,2.3) (∼2 α)◦.

MP единственное правило вывода.

Далее следует аксиоматизация логики S1,3, определяемой
матрицей M3

1,3 = ⟨V3, D1,∼3⟩. Это логика I1.

Система аксиом:

(A1,3.1) Аксиомы LPPL.
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(A1,3.2) α• → ((α→ β) → ((α→∼3 β) →∼3 α)).

(A1,3.3) (∼3 α)•.

MP единственное правило вывода.

Ниже приведена аксиоматизация логики S2,1, определя-
емой матрицей M3

2,1 = ⟨V3, D2,∼1⟩. Эта система появляется
в [Carnielli, Marcos, 2002, p. 62] под названием P2 (в нашем
обозначении P1

2) и получена из P1 в результате замены отри-
цания ∼2 на отрицание ∼1. Более того, ее аксиоматизация и
доказательство полноты есть в [Marcos, 2005a]10. В этой рабо-
те Маркос показал (p. 64), что

∼2 α := α ⊃♢∼1 α.

Таким образом, P1
2 есть расширение P1 посредством добавле-

ния отрицания ∼1.

Система аксиом:

(A2,1.1) Аксиомы LPPL.

(A2,1.2) β◦ → ((α→ β) → ((α→∼1 β) →∼1 α)).

(A2,1.3) α↔∼1∼1 α.

MP единственное правило вывода.

Или P1
2 есть P1 + α↔ ¬¬α.

Далее приведена аксиоматизация логики S1,1, определя-
емой матрицей M3

1,1 = ⟨V3, D1,∼1⟩. Эта система появляется
в [Попов, 2002] под названием LAP. Здесь же она представ-
лена в виде гильбертовского и секвенциального исчисления.
В [Marcos, 2005a, p. 66] она появилась под названием I2 (в на-
шем обозначении I12). Поскольку, имеет место

10Еще ранее подобная система появилась в [Mortensen, 1989, p. 301] под
названием C0,2, но с одним выделенным значением.

50



∼3 α :=∼1 (∼1 α ⊃2 α),

то I12 есть расширение I1 посредством добавления отрица-
ния ∼1.

Система аксиом:

(A1,1.1) Аксиомы LPPL.

(A1,1.2) α• → ((α→ β) → ((α→∼1 β) →∼1 α)).

(A1,1.3) β ↔∼1∼1 β.

MP единственное правило вывода.

Или I12 есть I1 + β ↔ ¬¬β.

Подчеркнем, что в этой работе Р. Левин и И. Ми-
кенберг определяют условия максимальности этих логик.
В [Hirsh, Lewin, 2008] Хирш и Левин исследуют алгеб-
раизуемость этих логик, построенных с использованием
литеральных паранепротиворечивых-параполных матриц, и
в [Lewin, Mikenberg, 2010] Левин и Микенберг разрабатыва-
ют первопорядковую теорию для логик, определяемых по-
средством литеральных паранепротиворечивых-параполных
матриц.

Теперь построим решетку аксиоматических расшире-
ний пропозициональной логики LPPL. Пусть LPPL∼1 есть
LPPL+α ↔ ¬¬α. Тогда мы получим восьмиэлементную Бу-
леву решетку, представленную на рис. 2.

Однако, учитывая, что (1) логики P1, I1 и I1P1 функцио-
нально эквивалентны и (2) логики P1

2, I12 и I12P
1
2 тоже функци-

онально эквивалентны, то восьмиэлементная Булева решетка
на рис. 1 коллапсирует в четырехэлементную Булеву решетку,
представленную на рис. 3.
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Рис. 2. Восьмиэлементная Булева решетка
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Рис. 3. Четырехэлементная Булева решетка

2.6.2. Паранормальные логики
В [Loparic, da Costa, 1986] было представлено гильбертовское
исчисление логики β0 и объявлено, что она является че-
тырехзначной логикой. В [Puga, Da Costa, 1988] со ссылкой
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на [Loparic, da Costa, 1986] эта логика под названием V рас-
смотрена как паранормальная логика со следующей характе-
ристической матрицей

MV = ⟨{1,⊤,⊥, 0},¬,→,∨,∧, {1}⟩

где матричные операции ¬, →, ∨ и ∧ определяются следующи-
ми таблицами:

x ¬x
1 0

⊤ 1

⊥ 0

0 1

→ 1 ⊤ ⊥ 0

1 1 1 0 0

⊤ 1 1 0 0

⊥ 1 1 1 1

0 1 1 1 1

∨ 1 ⊤ ⊥ 0

1 1 1 1 1

⊤ 1 1 1 1

⊥ 1 1 0 0

0 1 1 0 0

∧ 1 ⊤ ⊥ 0

1 1 1 0 0

⊤ 1 1 0 0

⊥ 0 0 0 0

0 0 0 0 0

Такая же матрица (в других обозначениях) появляется
в [Popov, 1999] для логики под названием I0 и из нее выде-
ляются следующие две подматрицы:

MI1 = ⟨{1,⊤, 0},¬,→,∨,∧, {1}⟩,
MI2 = ⟨{1,⊥, 0},¬,→,∨,∧, {1}⟩.

Первая является характеристической для логики I1 (P1 с
одним выделенным значением), вторая для логики I2 (I1). Для
всех этих логик построены секвенциальные исчисления генце-
новского типа. Также в [Попов, 2003б] установлена связь I0 с
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классической пропозициональной логикой, посредством опре-
деления операций, погружающих классическую пропозицио-
нальную логику в I0.

В [Попов, 2003а] изучается четырехзначная паранор-
мальная логика под названием AVP c характеристической
матрицей

M∼ = ⟨{1,⊤,⊥, 0},¬,→,∨,∧, {1}⟩,

где ¬1 = 0, ¬0 = 1, но ¬⊤ = ⊤ и ¬⊥ = ⊥. Для этой логики
строится секвенциальное исчисление. Заметим, что здесь мы
можем также выделить две интересные подматрицы:

M∼
1 = ⟨{1,⊤, 0},¬,→,∨,∧, {1,⊤}⟩,

M∼
2 = ⟨{1,⊥, 0},¬,→,∨,∧, {1}⟩.

Первая является характеристической для логики P1
2, вто-

рая для логики I12.
Наконец, в [Lewin, Mikenberg, 2006, p. 487] представлена

четырехзначная матрица M4, которая отличается от M∼ толь-
ко тем, что D = {1,⊤} и тем, что является наименьшей мат-
рицей, которая одновременно и паранепротиворечива, и пара-
полна. Соответствующая паранормальная логика обозначается
посредством S4 и аксиоматизируется следующим образом:

Система аксиом:

(A4.1) Аксиомы LPPL.

(A4.2) (α• ∧ β◦) → ((α→ β) → ((α→ ¬β) → ¬α)).

(A4.3) α↔ ¬¬α.

MP единственное правило вывода.

Тем не менее имеется также трехзначная паранормаль-
ная логика, если мы вспомним, что класс бочваровых логик B
сдержит еще одну логику, а именно с импликацией →4.
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Рассмотрим матрицу

MTK1 = ⟨{0, 1/2, 1},∼,→4, {1}⟩ (см. раздел 1.5).

Дизъюнкция ∨ и конъюнкция ∧ определяются следующим
образом:

A ∨B :=∼ A→4 B,

A ∧B :=∼ (∼ A∨ ∼ B).

Матричную логику, задаваемую этой матрицей назовем
TK1. Легко проверить, что TK1 является трехзначной пара-
нормальной логикой, т. е. она и паранепротиворечива (не ве-
рифицируется закон Дунса Скота) и параполна (не верифи-
цируется закон Клавия), но в отличие от четырехзначной па-
ранормальной логики S4 она не является максимальной па-
ранормальной логикой, т. е. не является максимальным па-
ранормальным фрагментом классической логики C2. Хотя в
TK1 верифицируется контрапозиция, но, как уже отмечалось,
не имеет места закон утверждения консеквента, закон Пирса
и перестановка. Обычным образом используя таблицы истин-
ности для доказательства независимости аксиом, можно пока-
зать, что добавление перестановки (A→4 (B →4 C)) →4 (B →4

(A→4 C)) в качестве тавтологии к TK1, не превращает TK1 в
C2, поскольку закон утверждения консеквента A→4 (B →4 A)
остается независимым законом (см. [Karpenko, 2000a, p. 256,
matrix 5]). Таким образом, имеется трехзначная паранормаль-
ная логика TK1, но она не максимальна. И тогда результат
из [Lewin, Mikenberg, 2006, p. 487] о том, что матрица для лите-
ральной паранормальной четырехзначной логики S4 наимень-
шая матрица, которая является одновременно и паранепроти-
воречивой и параполной остается в силе, но в том случае, если
эта логика максимальна.

В результате, все три бочваровы импликации из класса B
плюс отрицание ∼ задают следующие три паралогики: логику
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P1
2 со связками {∼,⊃♢}, которая паранепротиворечива, логику

I12 со связками {∼,⊃2}, которая параполна, и логику TK1 со
связками {∼,→4}, которая и паранепротиворечива, и парапол-
на, т. е. паранормальна. Наличие еще одной логики, а именно,
ни паранепротиворечивой, ни параполной, позволило бы нам
построить решетку, относительно обладания или не обладания
одним из указанных парасвойств. И такая логика есть, но для
этого надо обобщить понятие естественной импликации.

2.7. Сильная и слабая формулировки правила
modus ponens

Условия, налагаемые на критерий быть естественной импли-
кацией, можно обобщить как минимум в двух направлени-
ях. Во-первых, не требовать, чтобы импликация → была
C-расширяющей. Это сразу же ведет к появление новых клас-
сов логик и к решетке этих классов, где супремумом являет-
ся класс, состоящий из логик, функционально эквивалентных
трехзначной логике Поста P3 [Post, 1921]. Напомним, что эта
логика является функционально полной. Конечно, для постро-
ения этой новой решетки не обойтись без соответствующей ком-
пьютерной программы.

Во-вторых, ослабить ограничение на то, что логическая
матрица должна быть нормальной в смысле Лукасевича-
Тарского [ Lukasiewicz, Tarski, 1930, p. 134]. Это условие необ-
ходимо для того, чтобы правило modus ponens сохраняло вы-
деленное значение.

В книге [Rescher, 1969, p. 70–71] Н. Решер обращает внима-
ние читателя, что при исследованиях в области многозначных
логик принципиально важно различать следующие две форму-
лировки правила modus ponens:

(i) более сильное условие: modus ponens относительно сохра-
нения выделенного значения;
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(ii) более слабое условие: modus ponens относительно сохра-
нения тавтологии.

Заметим, что первую формулировку мы находим в
[ Lukasiewicz, Tarski, 1930, p. 134], а вторую у А. Чёрча
[Чёрч, 1960, с. 106].

Символические формулировки правила modus ponens,
соответствующие (i) и (ii), представлены Н.Е. Томовой
[Девяткин, Преловский, Томова, 2015, гл. 3] следующим
образом:

(i) {A,A→ B} �M B или

∀M∀A∀B∀ v[v(A) ∈ D & v(A→ B) ∈ D ⇒ v(B) ∈ D];

(ii) �MA, �MA→ B ⇒ �MB или

∀M∀A∀B[∀ v(v(A) ∈ D) & ∀v(v(A→ B) ∈ D) ⇒ ∀v(v(B) ∈ D)].

В случае двузначной классической логики C2 обе форму-
лировки имеют место. Очевидно, что для любой логической
матрицы и для всякой связки импликации из (i) следует (ii).
Обратное же в общем случае не имеет место, так, например,
это в случае трехзначной логики.

В [Девяткин, Преловский, Томова, 2015] на примере трех-
значной логики показывается, что различие между (i) и (ii)
принципиально, и на этом основании были выделены строго
естественные и слабо естественные импликации. Понятно, что
если импликация является строго естественной, то она явля-
ется и слабо естественной, но не наоборот. Также показано,
что это приводит к появлению 18 матриц, в которых операция
импликации удовлетворяет условиям (1)–(3), где условие (2) о
нормальности логической матрицы заменяется на формулиров-
ку слабого modus ponens. В результате множество трехзначных
логик, являющихся расширением B0 посредством слабо есте-
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ственных импликаций, разбивается на десять непересекающих-
ся классов, но самое интересное, класс бочваровых логик B по-
полняется еще одной логикой (назовем ее TK2), задаваемой
матрицей

M = ⟨{0, 1/2, 1},∼,∩,∪,→29, {1}⟩,
где импликация →29 определяется следующей таблицей:

→29 1 1/2 0
1 1 1 0
1/2 1 1 1
0 1 1 1

Утверждение 1. Расширение B0 посредством →29 есть B3.

Покажем, что множество связок {∼,∩,∪,→29} и {∼,∩,⊢}
функционально эквивалентны. С одной стороны, известно, что
множество всех внешних функций11 включено в класс функций
логики Бочвара [Финн, 1974b]. И очевидно, что →29 принадле-
жит к классу внешних функций.

С другой стороны, посредством {∼,∩,∪,→29} выразить ⊢
можно следующим образом:

⊢ x := ∼ (x→29∼x).

Свойства импликации →29 в некотором смысле дуальны
по отношению к →4, поскольку матрица для →29 в отличие от
матрицы для →4 верифицирует закон утверждения консеквен-
та, закон Пирса и перестановку.

Кроме этого появляются недостающие напарники: →5′ ,
→7′ и →29′ , т. е. таблицы для →5′ и →29′ с двумя выделенными
значениями и таблица для →7′ с одним выделенным значением.

11Функция f называется внешней, если для любого набора истинност-
ных значений v1 . . . , vn f(v1 . . . , vn) = 0 или f(v1 . . . , vn) = 1.
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В итоге мы имеем 8 бочваровых импликаций, которые раз-
биваются на четыре класса, в каждом из которых одна из им-
пликаций со своим напарником. Теперь мы можем эти классы
решеточно упорядочить относительно свойства modus ponens
строгий/слабый и числа выделенных значений {1}/{1, 1/2}.
При этом учитывается, что всякая строгая естественная им-
пликация является также слабой естественной импликацией .
В результате получаем следующую четырехэлементную булеву
решетку (ср. с [Карпенко, 2015, p. 27]):

•

• •

•
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{→29,→29′}

{→7,→7′} {→5,→5′}

{→4,→4′}

Рис. 4. Четырехэлементная Булева решетка классов
бочваровых импликаций

Здесь в качестве нуля решетки выступает класс слабых
бочваровых импликаций независимо от выбора D. Затем этот
класс, с одной стороны, расширяется свойством быть строгой
бочваровой импликацией на D = {1, 1/2}, а с другой стороны,
свойством быть строгой бочваровой импликацией на D = {1}.
Единицей решетки выступает класс строгих бочваровых им-
пликаций независимо от выбора D.

Обратим внимание на то, что не каждая импликация
имеет напарника. Например, из 16 различных импликаций
для  L3 только 3 импликации имеют напарников (см. таблицу
в [Томова, 2015, с. 124]).
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2.8. Решетка трехзначных паралогик
Логику, задаваемую матрицей

MTK2 = ⟨{0, 1/2, 1},∼,→29, {1, 1/2}⟩

обозначим посредством TK2.
Конъюнкция ∧ и дизъюнкция ∨ определяются следующим

образом:

A ∨B := ∼ A→29 B,

A ∧B := ∼ (∼ A∨ ∼ B).

Легко проверить, что закон Дунса Скота и закон Клавия

A→29 (∼ A→29 B) и (∼ A→29 A) →29 A

верифицируемы здесь, т. е. логика TK2 ни паранепротиворечи-
ва, ни параполна. В результате мы можем построить решетку
паралогик (обозначим ее посредством T K) относительно пара-
свойств, которая приведена на рис. 5.
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P1
2 I12

TK1

Рис. 5. Решетка T K

В качестве нуля решетки выступает логика TK2, которая
ни паранепротиворечива, ни параполна. Затем, с одной сторо-
ны, это свойство расширяется свойством паранепротиворечи-
вости, а с другой стороны, свойством параполноты. В качестве
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единицы решетки выступает логика TK1, которая и паране-
противоречива, и параполна.

Теорема 1. Логики P1
2, I12, TK1 и TK2 попарно функцио-

нально эквивалентны.

Доказательство. Функциональная эквивалентность логик
P1

2 и I12, т. е. систем со связками {∼,→7} и {∼,→5}, где →7

есть ⊃♢ и →5 есть ⊃2 — следует из определений

(1) A→5 B := ∼ B →7∼ A,

(2) A→7 B := ∼ B →5∼ A.

Функциональная эквивалентность логик I12 и TK2, т. е.
систем со связками {∼,→5} и {∼,→29}, следует из определений

(3) A→5 B := A→29∼ (B →29∼ A),

(4) A→29 B := ∼ (A→5 B) →5 (∼ B →5∼ A).

Из определений (1), (2), (3) и (4), а также в силу транзи-
тивности отношения функциональной эквивалентности следу-
ет, что и логики TK2 и P1

2 функционально эквивалентны.
Далее для доказательства теоремы достаточно доказать

функциональную эквивалентность логик P1
2 и TK1, т. е. систем

со связками {∼,→7} и {∼,→4}. Это следует из определений

(5) A→7 B := ∼ (A→4 B) →4∼ (B →4∼ A),

(6) A→4 B := ∼ ((∼ B →7∼ A) →7∼ (A→7 B)).

Из определений (1), (2), (5) и (6), а также в силу тран-
зитивности отношения функциональной эквивалентности сле-
дует, что и логики TK2 и I12 функционально эквивалентны.
Теорема доказана. 2
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Теорема 2. Пусть B∼
1 есть класс всех внешних формул

трехзначной логики Бочвара B3, задаваемый стрелкой Пир-
са γ (см. раздел 1.4) и пополненный связкой ∼. Тогда логика I12
со связками {∼,→5} и логика B∼

1 со связками {∼, γ} функци-
онально эквивалентны.

Доказательство.

(1) Очевидно, связка →5 определима посредством стрелки
Пирса γ,

(2) ⌉A := ∼ (∼ A→5 A),

(3) ⌈A := A→5∼ A,

(4) A ∪2 B := ⌈A→5 B,

(5) A ∩2 B := ⌈(A→5 ⌈B),

(6) A ≡2 B := (⌉A ∩2 ⌈B) ∪2 (⌈A∩2 ⌉B) (Sh).
Теорема доказана. 2

Следствие 1. Логики P1
2, I12, TK1 и TK2 функционально эк-

вивалентны B∼
1 .

Следствие 2. Логики P1
2, I12, TK1 и TK2 аксиоматизируе-

мы методом Аншакова-Рычкова как расширение C2. См. конец
раздела 2.5 об аксиоматизируемости I1.

В заключение заметим, что из теоремы В.К. Финна
[Финн, 1974b] о критерии функциональной полноты класса
функций B3 следует, что класс B∼

3 функционально предпо-
лон в B3 (в списке предполных классов B3 он рассматривается
в пункте 8). Последнее означает, что выделен класс функций
B∼

1 , который является минимальным для порождения решет-
ки T K.
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Глава 3.

ОБОБЩЕНИЯ И ИЕРАРХИИ
ЛИТЕРАЛЬНЫХ ПАРАЛОГИК

А. Сетте и В. Карниелли в работе [Sette, Carnielli, 1995]
указывают на возможность построения различных иерархий
конечнозначных паранепротиворечивых и параполных логик
и в этой же работе предлагают многозначные обобщения ло-
гик P1 и I1, которые они обозначают как Pn и In. Здесь же
они приводят четырехзначные таблицы для P2 и I2. Далее мы
приведем существующие в литературе обобщения P1 и I1.

В. Фернандес в диссертации [Fernández, 2001] строит гиль-
бертовские аксиоматизации иерархий логик (Pn)n∈ω и (In)n∈ω,
а также вводит и аксиоматизирует иерархию паранормальных
логик InPk, т. е. логик, которые являются одновременно и па-
ранепротиворечивыми, и параполными. Отметим также ста-
тью [Fernández, Coniglio, 2003], основная задача которой пред-
ставить несколько обобщений семантики объединения (society
semantics), которая разработана В. Карниелли и М. Лима-
Маркесом в [Carnielli, Lima-Marques, 1999]1. Переформулиро-
вав семантику объединения в более широком контексте, авто-
ры подробно разрабатывают два примера применения нового

1В. Карниелли и М. Лима-Маркес продемонстрировали, что P1 и I1 мо-
гут быть представлены в терминах семантики объединения (оценок), т. е.
семантики, в которой между некоторыми агентами, рассуждения каждо-
го из которых описываются классической логикой, взаимодействие про-
исходит так, что оно описывается неклассической логикой. Здесь также
рассмотрены четырехзначные исчисления P2 и I2 как обобщения P1 и I1.
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формализма, один характеризует иерархию паранепротиворе-
чивых логик (Pn)n∈ω, другой — иерархию параполных логик
(In)n∈ω. Они также предлагают еще три обобщения, разраба-
тывая семантику объединения для нескольких многозначных
логик, включая иерархию паранормальных логик InPk.

В этой же работе показано, как можно получить логику
Бочвара B3 из объединения классических оценок (ibid., p. 18).
Однако заметим, что здесь в качестве B3 выступает всего лишь
фрагмент B3, а именно внутренние связки, т. е. B0. На самом
деле, как мы теперь знаем, B3 есть P1∪ B0 (или I1∪ B0)2. То-
гда интересно было бы, начиная с B0 построить oбобщенную
семантику объединения для всех расширений B0 (рассмотрен-
ных в [Томова, 2012] и [Девяткин, Преловский, Томова, 2015])
вплоть до трехзначной логики Лукасевича  L3, которая, заме-
тим, также рассматривается в [Fernández, Coniglio, 2003].

Обратим внимание на фундаментальную работу
[Brunner, Carnielli, 2005], цель которой помочь прояснить
некоторые вопросы относительно двойственности между
интуиционистской и паранепротиворечивой установками
мышления. Авторы выделили общее понятие дуальной логи-
ческой системы и процедуры дуализации, которая применима
к широкому классу логик. Было показано, что дуальными
к интуиционистским логикам всегда являются паранепроти-
воречивые логики. Дуализируя иерархию параполных (или
максимально слабо интуиционистских) многозначных логик
(In)n∈ω, они показывают, что анти-интуиционистская иерар-
хия (In∗)n∈ω, полученная из (In)n∈ω совпадает с иерархией
многозначных паранепротиворечивых логик (Pn)n∈ω. Также
была рассмотрена самодуальность иерерхии логик InPk.

2В данном случае имеем в виду, что множество связок B3 есть объеди-
нение множества связок P1 и фрагмента B3, содержащего только внут-
ренние связки (или множества связок I1 и фрагмента B3, содержащего
только внутренние связки).
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Наконец, обратим внимание на ряд работ В.М. Попова [По-
пов, 1989; Попов, 2006; Попов, 2007; Попов, 2008; Попов, 2010;
Попов, 2013; Попов, 2016], где определяются бесконечные стро-
го убывающие по включению последовательности паралогик,
получивших название простых паралогик. В простых пара-
логиках парасвойства имеют место на уровне т. н. квазиэле-
ментарных формул — формул, которые не содержат бинарных
логических связок. Подробно подход В.М. Попова будет рас-
смотрен в разделе 3.3.

Таким образом, в литературе достаточно широко пред-
ставлены различные иерархии и обобщения паранепротиворе-
чивых, параполных и паранормальных логик.

Итак, напомним, в рамках нашего исследования мы ука-
зали, что существует три подхода к конструированию специ-
ального класса паралогик, который следуя Р. Левину и И. Ми-
кенберг будем называть литеральными паралогиками:

(1) Комбинирование изоморфов классической логики C2.

(2) Построение литеральных параматриц.

(3) Введение понятия квазиэлементарной формулы.

Далее в рамках вышеуказанных подходов рассмотрим во-
прос обобщения литеральных паралогик, в частности более
подробно нами будут рассмотрены их четырехзначные обоб-
щения.

3.1. Метод построения паралогик посредством
комбинирования изоморфов классической
логики C2

Рассмотрим матрицу для четырехзначной логики Бочвара
B4 [Бочвар, Финн, 1972, с. 289]:

MB
4 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},∼,∩,∪, J0, J1/3, J2/3, J1, {1}⟩, где ∼ x =
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1 − x, а J-операторы и связки ∩ и ∪ задаются следующими
таблицами (см. [Бочвар, Финн, 1972, с. 294]):

x J0(x) J1/3(x) J2/3(x) J1(x)

1 0 0 0 1

2/3 0 0 1 0

1/3 0 1 0 0

0 1 0 0 0

∩ 1 2/3 1/3 0

1 1 2/3 1/3 0

2/3 2/3 2/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

0 0 1/3 1/3 0

∪ 1 2/3 1/3 0

1 1 2/3 2/3 1

2/3 2/3 2/3 2/3 2/3

1/3 2/3 2/3 1/3 1/3

0 1 2/3 1/3 0

Напомним, что на трехзначном случае у нас имелось толь-
ко две функции перевода: � и ♢. Первая переводила истинност-
ное значение 1/2 в 0, а вторая — в 1. На четырехзначном случае
мы имеем четыре функции перевода: f1(x), f2(x), f3(x) и f4(x).
Они имеют следующие свойства:

(1) f1(x) есть J1(x) и переводит 2/3 и 1/3 в 0;

(2) f2(x) есть ∼ J0(x) и переводит 2/3 и 1/3 в 1;

(3) f3(x) есть J1(x) ∪ J2/3(x) и переводит 2/3 в 1 и 1/3 в 0;

(4) f4(x) есть J1(x) ∪ J1/3(x) и переводит 2/3 в 0 и 1/3 в 1.

Теперь, используя функции f1(x), f2(x), f3(x) и f4(x), ана-
логично тому, как это делалось средствами B3, получаем че-
тыре внешних импликации и четыре внешних отрицания: →1,
→2, →3, →4 и ¬1, ¬2, ¬3, ¬4.
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Таблицы для них следующие:

x ¬1x ¬2x ¬3x ¬4x

1 0 0 0 0

2/3 1 0 0 1

1/3 1 0 1 0

0 1 1 1 1

→1 1 2/3 1/3 0

1 1 0 0 0

2/3 1 1 1 1

1/3 1 1 1 1

0 1 1 1 1

→2 1 2/3 1/3 0

1 1 1 1 0

2/3 1 1 1 0

1/3 1 1 1 0

0 1 1 1 1

→3 1 2/3 1/3 0

1 1 1 0 0

2/3 1 1 0 0

1/3 1 1 1 1

0 1 1 1 1

→4 1 2/3 1/3 0

1 1 0 1 0

2/3 1 1 1 1

1/3 1 0 1 0

0 1 1 1 1

Итак, приведем логические матрицы, соответствующие че-
тырехзначным изоморфам классической логики C2:

M1 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬1,→1, {1}⟩,

M2 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬2,→2, {1, 2/3, 1/3}⟩,

M3 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬3,→3, {1, 2/3}⟩,

M4 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬4,→4, {1, 1/3}⟩.
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Обратим внимание, что в вышеприведенных матрицах
класс выделенных значений D зависит от того, какие значе-
ния функции перевода f1(x), f2(x), f3(x) и f4(x) сопоставляют
промежуточным значениям. Так, например, если f2(x) перево-
дит 2/3 и 1/3 в 1, то соответственно 2/3 и 1/3 добавляются в D.
Ниже подробно остановимся на вопросе о связи выбора клас-
са выделенных значений в матрице с парасвойствами соответ-
ствующей логики.

Далее, применив метод комбинирования изоморфов клас-
сической логики C2, мы можем получить класс четырехзнач-
ных литеральных паралогик. Этот класс состоит из 16 логик.
Рассмотрим и проанализируем этот класс с точки зрения па-
расвойств логик, входящих в него.

Напомним, что в паранепротиворечивых системах не ве-
рифицируется закон Дунса Скота A→ (¬A→ B) (ЗДС ), в па-
раполных — не верифицируется закон Клавия (¬A → A) → A
(ЗК ), в паранормальных не верифицируются оба закона, ло-
гики, в которых верифицируются оба закона не являются ни
паранепротиворечивыми, ни параполными. Тогда можно по-
строить следующую таблицу наборов матричных операций и
указать, какими парасвойствами будут обладать те или иные
матрицы в зависимости от сочетания операций. Символом «+»
обозначим факт верификации закона, и соответственно «−» —
если закон не верифицируется в соответствующей матрице.

Таблица 1
¬1 ¬2 ¬3 ¬4

ЗДС ЗК ЗДС ЗК ЗДС ЗК ЗДС ЗК
→1 + + + − + − + −
→2 − + + + − + − +

→3 − + + − + + − −
→4 − + + − − − + +
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«−+» — логика с соответствующими операциями паранепро-
тиворечива,

«+−» — логика с соответствующими операциями параполна,

«−−» — логика с соответствующими операциями паранор-
мальна,

«++» — логика с соответствующими операциями не является
ни паранепротиворечивой, ни параполной.

В результате получили, что в рассматриваемом классе ли-
теральных паралогик 5 логик являются паранепротиворечивы-
ми, они имеют следующие логические матрицы:

M5 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬1,→2, {1, 2/3, 1/3}⟩,

M6 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬3,→2, {1, 2/3, 1/3}⟩,

M7 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬4,→2, {1, 2/3, 1/3}⟩,

M8 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬1,→3, {1, 2/3}⟩,

M9 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬1,→4, {1, 1/3}⟩.

Далее, 5 логик являются параполными и имеют следую-
щие логические матрицы:

M10 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬2,→1, {1}⟩,

M11 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬3,→1, {1}⟩,

M12 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬4,→1, {1}⟩,

M13 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬2,→3, {1, 2/3}⟩,

M14 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬2,→4, {1, 1/3}⟩.

Далее 2 логики, являющиеся паранормальными, задаются
следующими матрицами:

M15 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬4,→3, {1, 2/3}⟩,
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M16 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬3,→4, {1, 1/3}⟩.

Также имеем 4 логики, которые не являются ни паране-
противоречивыми, ни параполными. Это и есть сами четырех-
значные изоморфы классической логики C2. Соответствующие
им матрицы приведены на странице 68.

Заметим, что, если мы рассматриваем логику как класс
тавтологий, то при указанных комбинациях матричных опера-
ций не важно, какой класс выделенных значений мы задаем,
поскольку операции таковы, что задаются внешними функция-
ми (см. определение в сноске на стр. 27). Однако если мы будем
рассматривать логику в качестве семантической дедуктивной
системы нам важно, что бы в случае паранепротиворечивой ло-
гики соответствующее отношение логического следования не
было эксплозивным, в случае параполной логики — не было
имплозивным и т. д. И в этой ситуации важную роль играет
выбор множества выделенных значений, что напрямую влияет
на свойства отрицания.

Из приведенной выше таблицы 1, а также матриц M5 −
M16 наглядно видны парасвойства некоторых операций. Так,
например, отрицание ¬1 является паранепротиворечивым в
том смысле, что, если классическое отрицание формирует про-
тиворечие, то отрицание ¬1 таковым не является, то есть фор-
мулы A и ¬1A могут быть одновременно истинными, при этом
запрещается (по возможности) ситуация, когда A и ¬1A будут
одновременно ложными. Это напрямую обусловлено выбором
класса выделенных значений D.

Отрицание ¬2 в этом смысле обладает свойством парапол-
ноты. В этом случае формулы A и ¬2A могут быть одновремен-
но ложными, но при этом запрещается (по возможности) ситу-
ация, когда A и ¬2A будут одновременно истинными. Опять
же это зависит от выбора класса D.
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Обратим внимание, что матрица M15 только с одним выде-
ленным значением D = {1} совпадает с матрицей для логики
V [Puga, Da Costa, 1988] и логики I0 [Popov, 1999] (см. ранее
раздел 2.6.2)3.

3.1.1. Решетки четырехзначных паралогик
В случае трехзначных логик нами была построена единствен-
ная решетка паралогик относительно парасвойств (см. раз-
дел 2.8). При этом была доказана теорема о функциональной
эквивалентности паралогик, составляющих эту решетку (см.
теорему 1 на стр. 61).

В случае четырехзначных логик ситуация иная.
В этом разделе сначала рассмотрим решетки паралогик

относительно парасвойств, далее исследуем функциональные
свойства базовых операций матриц, соответствующих интере-
сующим нас паралогикам (четырехзначным паралогикам, по-
лученным по методу комбинирования изоморфов), в результа-
те будет приведена интересная полурешетка паралогик относи-
тельно функционального вложения одной логики в другую4.

Итак, учитывая, что мы имеем 5 паранепротиворечивых,
5 параполных, 2 паранормальные логики, а также 4 изоморфа
классической логики (т. е. 4 логики, которые не обладают свой-
ством ни паранепротиворечивости, ни параполноты), арифме-
тически можем подсчитать, что возможно построить 200 реше-
ток относительно парасвойств.

3Операции ∨ и ∧ определяются посредством исходных стандартным
образом.

4Еще раз заметим, что, говоря о функциональной эквивалентности,
функциональном вложении литеральных паралогик, будем иметь ввиду
отношения между множествами базовых функций соответствующих ло-
гических матриц.
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Остановимся на наиболее интересных случаях. Так, логи-
ки, имеющие матрицы M3, M8, M13 и M15 образуют следую-
щую решетку P1 относительно парасвойств5:
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{¬3,→3→3→3}

{¬1,→3→3→3} {¬2,→3→3→3}

{¬4,→3→3→3}

Рис. 6. Решетка P1

Обратим внимание, что единственное различие логик, об-
разующих эту решетку, в отрицаниях. При этом заметим, что
во всех матрицах, соответствующих этим паралогикам, в каче-
стве множества выделенных значений берется D = {1, 2/3}.

Аналогичная решетка получается, если рассмотрим логи-
ки, матрицы которых суть M4, M9, M14 и M16. Они образуют
решетку P2, представленную на рис. 7.

Снова обратим внимание на то, что единственное различие
логик, образующих эту решетку, в разных отрицаниях. При
этом во всех матрицах, соответствующих этим паралогикам, в
качестве множества выделенных значений берется D = {1, 1/3}.

Заметим, отрицания ¬3 и ¬4 в зависимости от выбора клас-
са выделенных значений в соответствующих матрицах могут
быть или паранормальными, или таковыми не являться.

5Для удобства и наглядности в качестве элементов решетки будем
указывать множества базовых операций соответствующих логических
матриц.
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{¬4,→4→4→4}

{¬1,→4→4→4} {¬2,→4→4→4}

{¬3,→4→4→4}

Рис. 7. Решетка P2

Рассмотрим 2 другие решетки паралогик относительно па-
расвойств. Решетка P3 включает в себя паралогики, которые
задаются матрицами M3, M6, M11 и M16 (см. рис. 8).
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{¬3¬3¬3,→3}

{¬3¬3¬3,→2} {¬3¬3¬3,→1}

{¬3¬3¬3,→4}

Рис. 8. Решетка P3

Решетка P4 включает в себя паралогики, которые задают-
ся матрицами M4, M7, M12 и M15 (см. рис. 9).

Заметим, что как в решетке P3, так и в решетке P4, в че-
тырех паралогиках, составляющих решетку, матричным опера-
циям отрицания соответствует одна и та же функция. Здесь на-
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{¬4¬4¬4,→4}

{¬4¬4¬4,→2} {¬4¬4¬4,→1}

{¬4¬4¬4,→3}

Рис. 9. Решетка P4

глядно видно, что парасвойства отрицаниям обеспечивает ва-
рьирование класса выделенных значений D.

Обратим внимание, что во всех пяти паранепротиворечи-
вых логиках рассматриваемого нами класса, то есть логиках,
имеющих матрицы M5, M6, M7, M8 и M9, хотя и не вери-
фицируется закон Дунса Скота, но верифицируется формула
Лукасевича:

p→ (¬p→ (¬¬p→ q)),

то есть хотя из противоречия не следует все что угодно, но имея
противоречивую тройку посылок p, ¬p и ¬¬p можем вывести
все что угодно. Заметим, что подобным свойством обладает
также трехзначная паранепротиворечивая логика Сетте P1.

Другой интересный вопрос относительно рассматриваемо-
го нами класса литеральных паралогик, представляет вопрос
об их соотношении с точки зрения классов тавтологий. На дан-
ном этапе исследования можно выдвинуть гипотезу о том, что
по классу тавтологий, все 16 систем распределяются по четы-
рем классам:
(1) класс эквивалентных по тавтологиям паранепротиворечи-
вых логик (матрицы M5, M6, M7, M8 и M9);
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(2) класс эквивалентных по тавтологиям параполных логик
(матрицы M10, M11, M12, M13 и M14);

(3) класс эквивалентных по тавтологиям паранормальных ло-
гик (матрицы M15, M16);

(4) класс эквивалентных по тавтологиям логик, не являющихся
ни паранепротиворечивыми, ни параполными (матрицы M1,
M2, M3, M4) — это положение доказательства не требует, т. к.
указанные системы являются изоморфами C2.

Особый интерес представляет изучение функциональных
свойств рассматриваемого нами класса паралогик.

А. Непейводой была написана программа на языке Рефал,
использующая алгоритм суперкомпиляции (в частности, опи-
санный в [Немытых, 2007]) и вычисляющая функциональные
свойства (функциональную эквивалентность/функциональное
вложение) класса четырехзначных паралогик, полученных по
методу комбинирования изоморфов классической логики. В ре-
зультате обработки данных программы, установлено, что пара-
логики образуют верхнюю полурешетку по отношению функ-
ционального вложения одной логики в другую (см. рис. 10).

Обратим внимание, что все элементы нижнего ряда по-
лурешетки представляют собой множества функций, соответ-
ствующих базовым операциям матриц изоморфов классиче-
ской логики (матрицы M1–M4)6. В среднем ряду расположе-
но пять элементов, каждый из которых представляет собой
класс, состоящий из двух эквивалентных множеств функций,
при этом одно множество функций соответствует паранепро-
тиворечивой логике, другое — параполной. Супремумом по-
лурешетки является класс из двух эквивалентных множеств
функций, соответствующих параномальным логикам, опреде-
ляемым матрицами M15 и M16.

6Для удобства, говоря о множестве базовых операций соответствующих
матриц, будем использовать более общее понятие функции.
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Рис. 10. Полурешетка четырехзначных паралогик

Приведенная структура действительно является верхней
полурешеткой, поскольку для любой пары ее элементов суще-
ствует супремум7. В некоторых случаях это наглядно видно по
построению полурешетки8, в других — требует доказательства.

Утверждение. Функции из множества {→3,¬4} определимы
посредством множеств функций

(1) {→3,¬2} и {→1,¬3};

7Частично-упорядоченное множество (SL,≤) называется верхней по-
лурешеткой, если для любой пары элементов множества x, y ∈ SL суще-
ствует супремум x ∪ y.

8Так, например, очевидно, что функции из множества {→3,¬4} опре-
делимы посредством функций из двух множеств {→3,¬3} и {→4,¬4}.

76



(2) {→1,¬3} и {→1,¬2};
(3) {→1,¬2} и {→2,¬4};
(4) {→2,¬4} и {→1,¬4}.

Доказательство.
Для доказательства (1) достаточно показать, что посредством
множеств функций {→3,¬2} и {→1,¬3} можно определить ¬4.
Посредством {→3,¬2} определима функция ∧3:

x ∧3 y := ¬2(x→3 ¬2y).

Далее, учитывая, что множества функций {→1,¬3} и {→3,¬1}
функционально эквивалентны (факт 1), имеем:

¬4x := (¬3x→3 ¬2x) ∧3 (x→3 ¬1x).

Для доказательства (2) достаточно показать, что посредством
множеств функций {→1,¬3} и {→1,¬2} можно определить →3

и ¬4. Поскольку имеет место факт 1, очевидно, что имплика-
ция →3 определима. Остается выразить ¬4. Последнее можно
сделать аналогично тому, как это мы сделали при доказатель-
стве пункта (1).

Для доказательства (3) достаточно показать, что посредством
множеств функций {→1,¬2} и {→2,¬4} можно определить
→4 и ¬3. Поскольку множества функций {→2,¬4} и {→4,¬2}
функционально эквивалентны (факт 2), очевидно, что импли-
кация →4 определима. Остается выразить ¬3. Учитывая, что
посредством {→1,¬2} определима функция ∧1:

x ∧1 y := ¬2(x→1 ¬2y),
а также то, что множества функций {→1,¬2} и {→2,¬1} функ-
ционально эквивалентны, имеем:

¬3x := (¬4x→1 ¬2x) ∧1 ¬1x.

Для доказательства (4) достаточно показать, что посредством
множеств функций {→2,¬4} и {→1,¬4} можно определить →4
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и ¬3. Поскольку имеет место факт 2, очевидно, что →4 опре-
делима. Остается выразить ¬3. Учитывая, что посредством
{→2,¬4} определима функция ∧2:

x ∧2 y := ¬4(x→2 ¬4y),
а также факт 2 и то, что множества функций {→1,¬4} и
{→4,¬1} функционально эквивалентны, имеем:

¬3x := (¬4x→2 ¬2x) ∧2 ¬1x. 2

Рассмотрим свойства класса функций {→3,¬4}, являюще-
гося супремумом полурешетки. Во-первых, посредством функ-
ций данного множества возможно определить С-расширяющие
∨ и ∧. Это можно сделать стандартным образом:

x ∨ y := ¬4x→3 y,

x ∧ y := ¬4(x→3 ¬4y).

Во-вторых, учитывая, что множества функций {→3,¬4} и
{→4,¬3} функционально эквивалентны, можем определить все
четырехзначные J-операторы:

J0(x) := ¬4(¬4x→3 x),

J1(x) := ¬3(x→4 ¬3x),

J2/3(x) := ¬3(¬4x→3 ¬3x),

J1/3(x) := ¬3(¬3x→3 ¬4x).

Таким образом, посредством суперпозиции функций из
множества {→3,¬4} возможно построить совершенную дизъ-
юнктивную J-нормальную форму четырехзначной внешней
функции, аналогично тому, как это было сделано В.К. Финном
в случае трехзначных внешних функций [Финн, 1974a, c. 399].

Множество всех суперпозиций функций, соответствующих
исходным связкам четырехзначной логики Бочвара B4 (матри-
цу для B4 см. на стр. 65), обозначим посредством B(4).
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Тогда имеет место следующая теорема:

Теорема. Всякая внешняя функция F (x1, . . . , xn) из B(4),
тождественно не равная 0, представима единственным обра-
зом в виде совершенной дизъюнктивной J-нормальной формы.

Таким образом, супремуму полурешетки, представленной
на рис. 10, соответствует класс всех внешних четырехзначных
функций.

Кроме того, построенная полурешетка позволяет нагляд-
но представить метод получения литеральных паралогик по-
средством комбинирования изоморфов. Более того видим, что
верхняя полурешетка паралогик относительно функциональ-
ного вложения содержит в себе целый класс решеток литераль-
ных паралогик относительно парасвойств. Так, ранее приве-
денные нами решетки P1–P4 как раз и являются представите-
лями этого класса. Интересно отметить, что, если относитель-
но обладания парасвойствами решетки P1 и P3 отличны друг
от друга, то с учетом того, что множества функций {→4,¬3}
и {→3,¬4}, {→3,¬2} и {→2,¬3}, {→1,¬3} и {→3,¬1} попарно
функционально эквивалентны, то решетки P1 и P3 схлопыва-
ются. Такая же ситуация имеет место касательно решеток P2
и P4.

3.2. Метод построения паралогик посредством
литеральных параматриц

Используя метод построения LPP-матриц Левина-Микен-
берг [Lewin, Mikenberg, 2006], мы получим более обширный
класс литеральных паралогик, поскольку здесь также появля-
ются отрицания с промежуточными истинностными значени-
ями, в то время как при предыдущем походе (комбинирова-
ние изоморфов) мы ограничиваемся только внешними связка-
ми B4.
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Приведем таблицы, определяющие остальные (кроме че-
тырех таблиц, ранее приведенных на стр. 67) возможные отри-
цания:

x ¬5x ¬6x ¬7x ¬8x ¬9x ¬10x ¬11x ¬12x ¬13x ¬14x ¬15x ¬16x

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2/3 2/3 1/3 1/3 0 2/3 2/3 1 0 2/3 1/3 1/3 1

1/3 1/3 2/3 1 2/3 1 0 1/3 1/3 2/3 1/3 0 2/3

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Заметим, что операции импликации по данному алгоритму
в точности те же самые, что и полученные по методу комбини-
рования изоморфов (см. стр. 67).

В результате, согласно алгоритму Левина-Микенберг, на
черырехзначном случае могут быть построены 64 литеральные
паралогики. Заметим, что 16 из них мы также получили по
ранее рассмотренному методу комбинирования изоморфов.

Итак, посмотрим, какие известные четырехзначные ло-
гики попали в данных расширенный класс паралогик. В
первую очередь обратимся к четырехзначным обобщениям
паранепротиворечивой логики P1 и параполной логики I1,
которые входят в иерархии конечнозначных логик Pn и
In (см. [Sette, Carnielli, 1995; Carnielli, Lima-Marques, 1999;
Fernández, Coniglio, 2003]).

Впервые четырехзначные обобщения P1 и I1 — логики P2

и I2 — приведены в работе [Sette, Carnielli, 1995, p. 101–102]9.
Обратим внимание, что если в случае P2∗ промежуточные зна-
чения рассматриваются в качестве степеней истины и обозна-

9Хотя данные обобщения в указанной работе обозначены как P2 и I2,
в данном исследовании мы будем обозначать их как P2∗ и I2∗, чтобы от-
личить их от других обобщений.
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чены T ∗ и T ∗∗, то в случае I2∗ они рассматриваются в качестве
степеней лжи и имеют обозначения F ∗ и F ∗∗.10

Тогда матрица для P2∗ имеет следующий вид:

MP 2∗
= ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬16,→P 2 , {1, 2/3, 1/3}⟩.

где →P 2 определяется таблицей:

→P 2 1 2/3 1/3 0
1 1 1 1 0
2/3 1 1 2/3 0
1/3 1 2/3 1 0
0 1 1 1 1

Четырехзначная параполная логика I2∗ имеет следующую
матрицу:

MI2∗ = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬7,→I2 , {1}⟩.

где →I2 определяется таблицей:

→I2 1 2/3 1/3 0
1 1 0 0 0
2/3 1 1/3 1 1
1/3 1 1 1/3 1
0 1 1 1 1

Однако очевидно, что вышеприведенные логики хотя и яв-
ляются литеральными паралогиками, однако не входят в рас-
сматриваемый класс логик, полученных по алгоритму Левина-
Микенберг, в силу того, что импликации в качестве значений

10При этом отметим, что в упомянутой работе множество истинностных
значений P2∗ обозначено как {T, T ∗, T ∗∗, F}, а множество истинностных
значений I2∗ — обозначено как {F, F ∗, F ∗∗, T}, тогда унифицируя обозна-
чения истинностных значений, которые используются в нашем исследова-
нии, будем обозначать T ∗ и F ∗∗ как 2/3, а T ∗∗ и F ∗ как 1/3.
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имеют в том числе и промежуточные значения. Таким обра-
зом, алгоритм Левина-Микенберг задает достаточно обширный
класс литеральных паралогик, но не весь класс таких логик.

В более поздних работах [Carnielli, Lima-Marques, 1999;
Fernández, Coniglio, 2003], находим другие обобщения P1

и I1 , а вышеприведенные четырехзначные логики P2∗ и I2∗

встречаются только в единственной вышеупомянутой рабо-
те [Sette, Carnielli, 1995].

Итак, рассмотрим эту пару обобщений P1 и I1.
Матрица для паранепротиворечивой логики P2 имеет вид:

MP
2 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬16,→2, {1, 2/3, 1/3}⟩.

Параполная логика I2 имеет следующую матрицу11:

MI
2 = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬8,→1, {1}⟩.

Также в работе [Fernández, Coniglio, 2003] рассмотрена
иерархия паранормальных логик InPk. В четырехзначном слу-
чае логика I2P2 имеет следующую матрицу:

MI2P 2
= ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬4,→3, {1, 2/3}⟩.

Заметим, что это в точности та же матрица что и M16,
полученная по методу комбинирования изоморфов.

Обратим внимание, что логика I2P2 функционально эк-
вивалентна логике V (см. раздел 2.6.2), которая разработана
с целью формализации наиболее важных интуиций Н.А. Ва-
сильева, положенных в основу его воображаемой логики. I2P2

отличается от V классом выделенных значений D.
11Обратим внимание, что в [Carnielli, Lima-Marques, 1999] для истин-

ностных значений в I2 также как и в [Sette, Carnielli, 1995] использованы
обозначения T , F ∗, F ∗∗, F , однако здесь явно указано, что F ∗∗ представ-
ляет более несомненную ложь, чем F ∗. Таким образом, данном случае
промежуточные истинностные значения F ∗ и F ∗∗ будем обозначать 2/3
и 1/3.
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Интересной особенностью как паранепротиворечивой ло-
гики P2, так и P2∗, оказалось то, что формула Лукасевича в
обеих этих логиках не верифицируется. Заметим, что в трех-
значной логике Сетте P1 эта формула верифицируется.

Обратим внимание на тот факт, что если трехзначные ло-
гики P1 и I1 функционально эквивалентны (см. раздел 2.5),
то в случае четырехзначных логик это не так. Так, очевид-
но, что логики P2∗ и I2∗ не являются функционально эквива-
лентными. Так, например, посредством связок P2∗ невозможно
выразить отрицание ¬7, поскольку функции, соответствующие
связкам P2∗, принимают значение из множества {0, 2/3, 1}, в
то время как в матрице MI2∗ существует такая оценка v, что
v(¬7p) = 1/3.

Также аналогичное утверждение об отсутствии функци-
ональной эквивалентности справедливо и для логик P2 и I2.

Доказательство. Можно показать, что посредством связок
{¬16,→2} невозможно выразить отрицание ¬8. Допустим, что
это возможно. То есть существует такая формула α, что она
представляет функцию, соответствующую связке ¬8. Тогда α
имеет вид (1) ¬16β или (2) β1 →2 β2. Но очевидно, что (2)
не имеет место, поскольку связке →2 соответствует внешняя
функция, т. е. функция, значение которой на любой наборе
аргументов принадлежит множеству {1, 0}. Тогда α имеет вид
¬16β и β — формула, представляющая функцию, приведенную
в следующей таблице:

x α P ¬16 β

1 0 1
2/3 0 1
1/3 2/3 1/3

0 1 0
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Но очевидно, что подобная функция не может быть полу-
чена посредством суперпозиции функций ¬16 и →2, т. к. эти
функции принимают значения только из множества {1, 2/3, 0}.

2

В рассматриваемый нами класс литеральных паралогик
входят также и упомянутые нами ранее паранормальные логи-
ки AVP и S4. Матрицы для них приведены в разделе 2.6.2.

Итак, дополним таблицу 1, приведем весь класс из 64 па-
ралогик:

Таблица 2
¬1 ¬2 ¬3 ¬4 ¬5 ¬6 ¬7 ¬8 ¬9 ¬10 ¬11 ¬12 ¬13 ¬14 ¬15 ¬16

→1 ++ +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +−

→2 −+ ++ −+ −+ −+ −+ −+ −+ −+ −+ −+ −+ −+ −+ −+ −+

→3 −+ +− ++ −− −− ++ ++ ++ −+ −− −− +− −+ +− +− −+

→4 −+ +− −− ++ −− ++ −+ +− −− +− −+ −− +− −+ ++ ++

«−+» — паранепротиворечивая логика.

«+−» — параполная логика.

«−−» — паранормальная логика.

«++» — логика, не являющаяся ни паранепротиворечивой, ни
параполной.

Напомним, что, согласно алгоритму Левина-Микенберг,
импликация →1 появляется при D = {1}, импликация →2 —
при D = {1, 2/3, 1/3}, импликация →3 — при D = {1, 2/3, } и
импликация →4 — при D = {1, 1/3}. И тогда, например, ес-
ли рассмотрим вторую строку в таблице, то соответствующие
логические матрицы будут иметь вид:

M = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬i,→2, {1, 2/3, 1/3}⟩, где 1 ≤ i ≤ 16.
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Из таблицы видно, что все эти матрицы (за исключением
случая, когда i = 2) определяют паранепротиворечивые логи-
ки. И в принципе любая из них может быть рассмотрена в каче-
стве четырехзначного обобщения трехзначной паранепротиво-
речивой логики P1. Напомним, что в работах [Carnielli, Lima-
Marques, 1999; Fernández, Coniglio, 2003], предложено обобще-
ние при i = 16. Но на самом деле не совсем ясно, почему пред-
почтение отдано именно этой системе. Так, например, в разделе
2.3. при перечислении свойств P1 указано, что в P1 верифи-
цируется формула Лукасевича p → (¬p → (¬¬p → q)). Так,
несложно проверить, что в матрицах при i ∈ {1, 3, 4, 8, 15} так-
же эта формула верифицируется, в то время как в матрицах
при i ∈ {5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 16} она не является тавтоло-
гией.

В всех матрицах рассматриваемого вида закон утвержде-
ния консеквента (K), закон самодистрибутивности (S) и закон
Пирса (P ) являются тавтологиями:

K : p→ (q → p)

S : (p→ (q → r)) → ((p→ q) → (p→ r))

P : ((p→ q) → p) → p

Однако контрапозиция не верифицируется.
Если мы обратимся к первой строке таблицы 2, то видим,

что матрицы вида

M = ⟨{0, 1/3, 2/3, 1},¬i,→1, {1}⟩, где 1 ≤ i ≤ 16,

определяют класс параполных логик (за исключением случая,
когда i = 1). И эти системы могут быть рассмотрены в качестве
обобщения трехзначной параполной логики I1.
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3.3. Метод построения паралогик посредством
ведения понятия квазиэлементарной
формулы

В данном параграфе опишем класс паралогик, который может
быть получен по методу В.М. Попова посредством введения
понятия квазиэлементарной формулы.

Приведем основные понятия, используемые при данном
подходе.

Язык L есть стандартно определяемый пропозициональ-
ный язык, алфавиту которого принадлежат только следующие
символы: p1, p2, p3, . . . (пропозициональные переменные язы-
ка L) ⊃, ∧, ∨, (бинарные логические связки языка L), ¬ (унар-
ная логическая связка языка L), левая и правая круглые скоб-
ки. Определение L-формулы индуктивно: (1) всякая пропози-
циональная переменная языка L есть L-формула, (2) если A
и B являются L-формулами, то (A ⊃ B), (A ∧ B), (A ∨ B)
и (¬A) являются формулами, (3) ничто другое не является
L-формулой. Квазиэлементарной12 L-формулой называем L-
формулу, в которую не входит ни одна бинарная логическая
связка языка L. Длиной квазиэлементарной L-формулы назы-
вается число вхождений ¬ в эту формулу.

Тогда простой паранепротиворечивой теорией логики L
называем такую паранепротиворечивую теорию T логики L
(см. определение на стр. 33), что для всякой L-формулы A вер-
но следующее: если A и (¬A) принадлежат теории T, то A есть
квазиэлементарная L-формула. Простой паранепротиворечи-
вой логикой называем такую паранепротиворечивую логику L,
что всякая паранепротиворечивая теория логики L является
простой паранепротиворечивой теорией логики L.

12Очевидно, что понятие квазиэлементарной формулы совпадает с по-
нятием литерала см. сноску 9 на стр. 47.
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Простой параполной логикой называем такую парапол-
ную логику L, что для всякой параполной теории T логики L
(см. определение на стр. 33) верно следующее: существует та-
кая квазиэлементарная L-формула E, что E /∈ T и (¬E) /∈ T.

В.М. Попов строит целый класс бесконечных строго убы-
вающих по теоретико-множественному включению последова-
тельностей паралогик. Этот класс достаточно обширен и его
можно структурировать в зависимости от решения тех или
иных задач, выделяя последовательности, обладающие теми
или иными свойствами, доказывать для них определенные тео-
ремы.

Выделяются два класса последовательностей: I-последо-
вательности простых паралогик и Int-последовательности про-
стых паралогик [Попов, 2010]. Доказаны теоремы, демонстри-
рующие связь простых паралогик из I-последовательностей с
классической пропозициональной логикой, простые паралоги-
ки второго типа, из Int-последовательностей, в рамках нашего
исследования рассматриваться не будут, отметим только, что
они имеют определенную связь с интуиционистской пропози-
циональной логикой.

Так, в [Попов, 2010] рассмотрены следующие I-последова-
тельности паралогик:

(1) бесконечно строго убывающая последовательность про-
стых паранормальных логик I0,1, I0,2, I0,3, . . . что пересе-
чение всех членов этой последовательности есть простая
паранормальная логика I0,ω.

(2) бесконечно строго убывающая последовательность про-
стых паранепротиворечивых логик I1,1, I1,2, I1,3, . . . что
пересечение всех членов этой последовательности есть
простая паранепротиворечивая логика I1,ω.
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(3) бесконечно строго убывающая последовательность про-
стых параполных логик I2,1, I2,2, I2,3, . . . что пересечение
всех членов этой последовательности есть простая пара-
полная логика I2,ω.

(4) бесконечно строго убывающая последовательность про-
стых паранормальных логик I3,1, I3,2, I3,3, . . . что пересе-
чение всех членов этой последовательности есть простая
паранормальная логика I3,ω.

Для всякого i из {0, 1, 2, 3} и для всякого α из {0, 1, 2, . . . ω}
построено исчисление гильбертовского типа HIi,α и Ii,α явля-
ется множеством всех формул, доказуемых в HIi,α.

Указано, что множество I0,0 равно множеству всех клас-
сических тавтологий в языке L, а также то, что I0,0 = I1,0 =
I2,0 = I3,0 [Попов, 2010, c. 208].

Автором формулируются секвенциальные исчисления, ак-
сиоматизирующие указанные простые паралогики, а также
устанавливается связь между ними и классической пропози-
циональной логикой I0,0. В частности утверждается, что для
всякого i из {0, 1, 2, 3} и для всякого α из {0, 1, 2, . . . ω} пози-
тивный фрагмент логики Ii,α равен позитивному фрагменту
логики I0,0. Формулируются операции, погружающие класси-
ческую пропозициональную логику в соответствующие пара-
логики.

В этой же работе приводится утверждение о том, что про-
стые паралогики из четвертой последовательности являются
результатом пересечения соответствующий простых паралогик
из второй и третьей последовательностей, т. е. I1,α∩I2,α = I3,α.

Отметим, что ранее мы уже упоминали на стр. 53 характе-
ристические матрицы для логик I1 и I2 из статьи [Popov, 1999],
это и есть логики I1,1 и I2,1 — представители вышеприведенных
последовательностей (2) и (3) соответственно.
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Таким образом, с одной стороны, характеристические мат-
рицы логик I1 и I2 являются подматрицами матрицы логики
I0 (это логика I0,1 последовательности (1)), с другой, по классу
тавтологий логики I1 и I2 в пересечении дают логику I3, или
что тоже самое13: I1,1 ∩ I2,1 = I3,1.

Напомним, что I1,1 есть ни что иное как множество
всех формул, доказуемых в паранепротиворечивом исчисле-
нии Сетте P1 [Sette, 1973], а параполная логика I2,1 — мно-
жество всех формул, доказуемых в параполном исчислении
I1 [Sette, Carnielli, 1995].

Отдельное внимание стоит обратить на выделенные
В.М. Поповым так называемые I-логики васильевского типа.
С помощью I-логик васильевского типа эксплицируются неко-
торые логические построения, представленные в работах Ни-
колая Александровича Васильева и лежащие в основе его «во-
ображаемой логики».

В работе [Попов, 2013] для произвольных α и β из
{0, 1, 2, . . . ω} определяется логика I⟨α,β⟩. В случае, когда α ̸= 0
или β ̸= 0, логика I⟨α,β⟩ является простой паралогикой. В ста-
тье [Попов, 2016] В.М. Попов такую логику называет I-логикой
васильевского типа.

Далее, I-логики васильевского типа подразделяются
на следующие паралогики в зависимости от парасвойств
(см. [Попов, 2013, c. 28]):

(1) если α ̸= 0 и β ̸= 0, то I⟨α,β⟩ есть простая паранормальная
логика;

(2) если α ̸= 0 и β = 0, то I⟨α,β⟩ есть простая паранепротиво-
речивая логика, не являющаяся параполной;

(3) если α = 0 и β ̸= 0, то I⟨α,β⟩ есть простая параполная
логика, не являющаяся паранепротиворечивой.

13Используя нотацию работы [Попов, 2010].
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Для всякого для всяких α и β из {0, 1, 2, . . . ω} построено
исчисление гильбертовского типа HI⟨α,β⟩ и Iα,β является мно-
жеством всех формул, доказуемых в HI⟨α,β⟩.

Можно установить соотношение между I-логиками васи-
льевского типа I⟨α,β⟩ и ранее приведенными нами последова-
тельностями простых паралогик Ii,α. Так, заметим, не всякая
простая паралогика Ii,α (i ∈ {1, 2, 3, 4}, α ∈ {1, 2, . . . ω}) явля-
ется логикой васильевского типа.

Итак,
1) простые паранормальные логики I0,1, I0,2, I0,3, . . . I0,ω

есть следующие I-логики васильевского типа I⟨1,1⟩,
I⟨2,2⟩, I⟨3,3⟩, . . . I⟨ω,ω⟩;

2) простые паранепротиворечивые логики I1,1, I1,2, I1,3, . . .
I1,ω есть следующие I-логики васильевского типа I⟨1,0⟩,
I⟨2,0⟩, I⟨3,0⟩, . . . I⟨ω,0⟩;

3) простые параполные логики I2,1, I2,2, I2,3, . . . I2,ω
есть следующие I-логики васильевского типа I⟨0,1⟩,
I⟨0,2⟩, I⟨0,3⟩, . . . I⟨0,ω⟩.

Простые паранормальные логики I3,1, I3,2, I3,3, . . . I3,ω не
относятся к I-логикам васильевского типа.

В.М. Поповым построены секвенциальные аксиоматиза-
ции I-логик васильевского типа, удобные для пользователя
и пригодные к машинной реализации поиска доказательства,
а также построены интуитивно ясные двузначные семантики,
адекватные I-логикам васильевского типа (см. [Попов, 2016]).

Отдельный интерес представляет вопрос о наличии харак-
теристических матриц для I-логик васильевского типа. В этой
связи интересна связь исследований В.М. Попова с ранее упо-
минаемой нами работой Р. Левина и И. Микенберг, посвящен-
ной алгоритму построения матриц для литеральных паране-
противоречивых и параполных логик.
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По поводу проблемы табличности I-логик васильевского
типа В.М. Попов говорит о возможности применения мето-
да доказательства табличности логик, базирующегося на по-
строении так называемой кортежной семантики (см., напри-
мер, [Попов, 2011а]) этой логики. Этот новый метод позволя-
ет положительно/отрицательно решать проблему табличности
для бесконечного числа пропозициональных паралогик. Так,
автором планируется доказать табличность любой такой I-
логики I⟨α,β⟩ васильевского типа, что α ̸= ω и β ̸= ω, и нетаб-
личность любой такой I-логики I⟨α,β⟩ васильевского типа, что
α = ω и β = ω [Попов, 2016, c. 66].
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Paraconsistent and paracomplete logics are areas where interest
continues to grow. One reason for this may be due to their sim-
plicity and to the wide range of their applications (in computer
science, artificial intelligence, and other areas). One crucial fac-
tor behind the development of paraconsistent logic is the belief
that in certain circumstances we may find ourselves in a situation
where our theory is inconsistent and yet we are required to draw
inferences in a sensible fashion.

The monograph is devoted to the study of the class of propo-
sitional literal paralogics. Literal paralogics are logics in which
the paraproperties such as paraconsistence, paracompleteness and
paranormality, occur only at the level of literals; that is, formulas
that are propositional letters or their iterated negations.

We examine the functional properties of logics, such as the
functional inclusion of one logic into another, and the functional
equivalence of logics. Analysis of logics based on these properties
can lead to surprising results concerning the functional equivalence
of logics having different axiomatizations and different meta-logical
properties, as shown in the case of paraconsistent logic P1 and
paracomplete logic I1.

We begin by analyzing Bochvar’s three-valued nonsense
logic B3. Its functional properties are determined by the union
of different types of connectives – internal and external – and this
fact accounts for B3 being “emergent” within a huge variety of
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three-valued logics. And this logic includes two isomorphs of the
propositional classical logic C2. The combination of these two
isomorphs leads to the construction of two famous paralogics P1

and I1, which are functionally equivalent. Moreover, each of these
logics is functionally equivalent to the fragment of logic B3 con-
sisting of external formulas only.

A four-element lattice of three-valued paralogics with respect
to the possession of paraproperties is presented at the end of the
second chapter. In the closing chapter, we consider generalizations
and hierarchies of literal paralogics and construct a semilattice of
four-valued literal paralogics with respect to the relation of func-
tional inclusion one paralogic to another.

Keywords: Bochvar’s logic B3, isomorphs, extended formulas,
paraconsistent logics P1 and P1

2, paracomplete logics I1 and I12,
paranormal logic TK1, strong and weak modus ponens, lattice of
paralogics, functional properties of paralogics
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