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1 Введение
В данной работе рассматриваются принципы и достижения со-
ветского конструктивизма. Его недостатки и соотношения с дру-
гими конструктивными школами будут представлены в следую-
щей части обзора.

2 Алгоритмы и реализуемость
С. К. Клини в 1941–1945 годах дал первую интерпретацию кон-
структивной теории в рамках классической (обратная интер-
претация была дана еще раньше Гливенко): рекурсивную ре-
ализуемость, которая является конкретизацией реализуемости
по Колмогорову, если наши функции — алгоритмы, а функции
отождествляются с вычисляющими их программами. Рассмот-
рим конструкцию Клини подробнее, преобразовав ее таким об-
разом, чтобы она как можно меньше зависела от конкретной
формализации понятия алгоритма. Для этой цели дадим аксио-
матическое описание понятия алгоритма (оно взято из книги
[7]). Это позволяет работать над любым имеющимся множе-
ством исходных программ и типов данных, что соответствует
всему духу нашего изложения и требуется для приложений в
информатике.

1Первая часть работы опубликована в 17 выпуске настоящего издания.
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Основное свойство алгоритма — выполнимость на соответ-
ствующем устройстве, которым может быть и организацион-
ная система (так называемые бизнес-процессы). Тьюринг дока-
зал, что общая модель исполнителя обладает любопытным свой-
ством, которое вовсю используется в современной информатике:
есть один исполнитель (универсальный), который в принципе
может смоделировать поведение и результаты любого другого
(если отвлечься от таких “мелочей”, как затрачиваемое время и
другие ресурсы). А именно:

(Аксиома универсального алгоритма) Имеется такой алгоритм Υ, что
для любого другого алгоритма φ найдется его код ⌈φ⌉, такой, что результаты
вычисления φ(x) и (Υ [⌈φ⌉ , x]) совпадают для любого x.

Например, таким исполнителем для программ на обычных
языках является машина вместе с операционной системой и
транслятором.

Возникает вопрос: а почему данное утверждение сразу не за-
писано формально? В частности потому, что оно ограничивает
набор возможных формализаций понятия алгоритма и отсекает
некоторые из порою принимаемых по привычке вариантов.

Прежде всего, из анализа аксиомы универсального алгорит-
ма видно, что неудобно брать в качестве данных сами объек-
ты. Лучше пользоваться их структурами. Таким образом, луч-
ше брать не универс U , а множество кортежей над ним U∗. Из
технических соображений к U целесообразно добавить два ло-
гических значения ИСТИНА и ЛОЖЬ (если их там не было).

Раз у нас есть множество кортежей, то нужно иметь элемен-
тарные операции над кортежами. Практика и теория совмест-
но показали, что достаточно иметь одну двухместную операцию
CONS (см. [3]), присоединяющую свой первый аргумент в каче-
стве первого элемента списка ко второму элементу. Первый ее
элемент произвольный, а второй — обязательно список. Кроме
того, нужны несколько одноместных операций: две, значением
которых являются произвольные кортежи либо объекты:

(TAIL x), удаляющая из кортежа его первый элемент;
(HEAD x),выделяющая первый элемент кортежа x, —

и предикаты:
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ATOM Проверяет, является ли x элементом U .
SIMPLE Проверяет, что x — кортеж из одного элемента.
TRUE Проверяет, что x — атом, равный ИСТИНА.
FALSE Проверяет, что x — атом, равный ЛОЖЬ.
NULL Проверяет, что x — пустой кортеж [ ].

Пустой кортеж обозначаем NIL2. Через эти операции выраже-
ние, стоящее в аксиоме об универсальном алгоритме, записыва-
ется следующим образом:

(1) (Υ (CONS ⌈φ⌉ (CONS x NIL)))

Конечные кортежи с фиксированным числом элементов опреде-
ляются следующим образом:

Выражение (CONS t1 · · · (CONS tn NIL) · · · ) обозна-
чается [t1, . . . , tn].

Термы, построенные из заданных известных алгоритмов и пре-
дикатов при помощи перечисленных выше операций и имею-
щие лишь одну свободную переменную x, называются простей-
шими композициями алгоритмов. В компьютерах программа-
транслятор — универсальный алгоритм в смысле нашей акси-
омы, а алгоритмический язык — кодирование алгоритмов. Из
рассмотрения данного частного случая кодирования видно, что
некоторые простые операции над программами тоже должны
быть алгоритмичны, а именно:

(Аксиома композиций) Если имеется простейшая композиция переменных
алгоритмов φ1, . . . , φn

T ⌊φ1, . . . , φn⌋,

то имеется алгоритм, выдающий для кортежа кодов [⌈φ1⌉ , . . . , ⌈φn⌉] код
⌈T ⌊φ1, . . . , φn⌋⌉.

Такие кодирования алгоритмов являются главными вычисли-
мыми нумерациями (см. [4]).

ЛЕММА 1. Из двух принятых выше аксиом следует невозмож-
ность построить всюду определенныйуниверсальныйалгоритм.

2В отличие от языка Lisp он атомом не считается.
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Доказательство. Рассмотрим выражение

(ψ x)
△
= [(Υ [x, x]) ,NULL] .

Это — простейшая композиция, и она является алгоритмом.
Пусть π — ее код. Тогда (Υ [π, π]) есть по определению универ-
сального алгоритма (ψ π). По определению ψ, последнее выра-
жение записывается как ([Υ [π, π]),NULL]. Таким образом, мы
получили, что кортеж Υ([π, π]) не меняется после добавления
еще одного элемента, чего не может быть.

Следовательно, значение (Υ [π, π]) не определено. q.e.d.

Видно, как тесно связаны элементы формализации. Приняв
две естественные аксиомы вычислимости, нужно рассматривать
частично определенные функции. Таким образом, слишком рано
заменив слова естественного языка на “точные” математические
термины, заходим в тупик.

Заметим, что результат о неопределенности не запрещает не-
детерминированных алгоритмов, которые при одних и тех же
начальных данных могут давать разные результаты. Поэтому
мы везде старались говорить осторожно: дает тот же резуль-
тат. Утверждение, что алгоритм µ на входных данных a может
давать результат b, обозначается

(µ a)→ b.

Равенство используется лишь в том случае, если результат име-
ется и только один.

Таким образом, точная формальная запись свойств универ-
сальной функции:

(2) (Υ (CONS ⌈φ⌉ (CONS x NIL)))→ y ⇐⇒ (φ x)→ y.

Но даже формально безупречная формулировка содержатель-
но может подвести, поскольку часто важен не только конечный
результат, но и процесс его вычисления.

Последний принцип дает возможность определять процедуры
рекурсивно, сами через себя. Чтобы максимально ясно выразить
его, воспользуемся идеей Дж. Маккарти. Заметим, что простей-
шие композиции, в которых последним применялся предикат,
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можно сами рассматривать как предикаты, поскольку любое их
возможное значение может быть только логическим. Такие пре-
дикаты назовем простейшими алгоритмическими. Определим
условные термы следующим образом:

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Если t — простейшая композиция, то t —
условный терм.

Если P — простейший алгоритмический предикат, а t и u —
условные термы сигнатуры σ, то

if P then t else u fi

условный терм той же сигнатуры. Его значения определяются
следующим образом:

if P then t else u fi→ b
(P&t→ b) ∨ (¬P&r → b).

⇐⇒

Таким образом, если условие не определено, то условный терм
тоже не определен, а вот если одно из выражений не определено,
то условный терм может быть определен.

(Аксиома о рекурсивном определении) Если все функции сигнатуры σ
проинтерпретированы как алгоритмы, ψ не входит в σ, а t⌊ψ, x⌋ — условный
терм со свободной переменной x в сигнатуре σ, пополненной ψ, то имеется
алгоритм ψ, такой, что

(ψ a) → b ⇐⇒ t⌊ψ, a⌋ → b.

Это определение записывается в форме

(ψ x)← t⌊ψ, x⌋.

ПРИМЕР 1. Рекурсивное определение функции, выделяющей
последний элемент кортежа, может быть задано следующим об-
разом:

(LAST x)←
if (ATOM x) then NIL else
if (NULL x) then NIL else
if (NULL (TAIL x)) then (HEAD x) else
(LAST (TAIL x))

fi fi fi



162 Н.Н. Непейвода

Не уточняется, какое значение принимают исходные функ-
ции на неподходящих аргументах (скажем, функция TAIL, ес-
ли ей подать атом или пустой кортеж). Пример 1 показывает,
что можно просто определять новые алгоритмы так, чтобы со-
мнительные случаи исключались заранее (оставались в другой
альтернативе условного терма). Так что если нужна всюду опре-
деленность элементарных композиций, то эти функции можно
доопределить произвольным образом.

ПРИМЕР 2. Поскольку доказано, что не все алгоритмы опреде-
лены на всех значениях, естественно ожидать, что главная опе-
рация рекурсивного определения приводит к неопределенным
функциям. И в самом деле, рассмотрим

(ERR x)← (CONS NIL (ERR x)).

Вычисление данного алгоритма не может привести ни к како-
му результату ни при каком значении x. В самом деле, резуль-
тат должен быть кортежем, поскольку последней применяется
функция CONS. Но ни один список не остается сам собой после
добавления в него еще одного элемента.

Заметим, что при стандартной семантике рекурсивных про-
цедур не определен гораздо более простой алгоритм:

(ERR1 x)← (ERR1 x).

Логически привести к противоречию предположение о суще-
ствовании значения не удается, и можно представить себе семан-
тику алгоритмического языка, раскрывающего такие определе-
ния в тождественную функцию (тоже подходящую в качестве
решения такого рекурсивного уравнения).

Из неопределенности вычислимых функций (функций, опре-
деляемых алгоритмами) следует, что не для всякого предиката
множество его истинности можно задать всюду определенным
вычислимым предикатом. Появляются следующие определения:

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Множество называется разрешимым, если
имеется всюду определенный алгоритм, вычисляющий его ха-
рактеристическую функцию (таким образом, данный алгоритм
должен всегда давать логическое значение и только одно; та-
кой алгоритм называется вычислимым предикатом). Множе-
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ство называется перечислимым, если имеется однозначный ал-
горитм, дающий значение ИСТИНА тогда и только тогда, когда
элемент принадлежит данному множеству3.

Например, множество троек ⟨A, a, b⟩, где A — код алгорит-
ма, таких, что алгоритм с кодом A дает значение b на входных
данных a, является перечислимым, но не разрешимым.

Заметим, что дополнения некоторых перечислимых множеств
могут быть неперечислимы.

Рассмотрим еще одну аксиому вычислимости, которая отра-
жает, что алгоритмы выполняются шаг за шагом и выдают ре-
шение через конечное число шагов. Соответственно, привлекая
компьютерные аналогии, вспоминаем, что некоторые програм-
мы не переводятся машиной на свой язык, а исполняются при
помощи специальной программы-интерпретатора. Существова-
ние интерпретатора — более сильное свойство, чем существова-
ние универсальной функции, и может быть записано следую-
щим образом. Пусть PAIR — вычислимый предикат, проверяю-
щий, является ли объект кортежем из двух элементов (он легко
строится).

(Аксиома перечислимости) Имеются такая функция (универсальный ин-
терпретатор) UI и предикат UT (пошаговый тестер), такие,что

1. (UIx) → y ≡ (TRUE (UT x y);

2. (UIx) → y ⊃ (PAIR x) ∧ (PAIR y);

3. Для любого алгоритма φ (φ a) → b тогда и только тогда, когда имеется
кортеж C, первым членом которого является пара [⌈φ⌉ , a], все после-
дующие члены получаются из предыдущего применением функции UI:

(UI [⌈ϖi⌉ , ai]) → [⌈ϖi+1⌉ , ai+1],

а последний имеет вид [NIL, b].

Используя аксиому перечислимости, можно построить вычис-
лимый предикат Ψ, проверяющий, что данный кортеж является
протоколом применения универсального интерпретатора, и на
последнем шаге получаем окончательный результат.

Если принять аксиому перечислимости, то, в частности, для
натуральных чисел любое множество, такое, что и оно само и

3Но алгоритм может не давать никакого значения, если элемент множе-
ству не принадлежит.
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его дополнение являются перечислимыми, разрешимо. Правда,
для действительных чисел и других сложных (не кодируемых
достаточно просто натуральными числами) объектов ситуация
может быть несколько сложнее.

Порою нужна не разрешимость, а более слабое понятие: от-
делимость.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Множество Z отделяет два непересекаю-
щихся множества X и Y , если X ⊂ Z, Y ⊂ Z̄.

Таким образом, отделимость — понятие относительное. Она
зависит от рассматриваемой системы множеств и универса.

ЛЕММА 2. (Теорема о неотделимости) Имеются два пере-
числимых множества X и Y , таких, что нет разрешимого
множества Z, отделяющего их.

Идея доказательства. В качестве таких двух множеств мож-
но взять

{[x, y] | (Υ [x, y])→ 0} ,
{[x, y] | (Υ [x, y])→ 1} .

Если предикат равенства вычислим, то любые два одноэле-
ментных множества отделимы. Но, скажем, для действительных
чисел естественно, в частности, рассматривать вычислимость
на базисе некоторых стандартных непрерывных аналитических
функций (·, +, −, \, exp, sin, cos, ln. . . ) и предиката <, опреде-
ленного как частичный, чтобы сохранить непрерывность: если
x = y, то значение x < y не определено. Поэтому естественно
появляется понятие отделимых элементов: два элемента отдели-
мы, если есть вычислимый предикат, истинный на одном из них
и ложный на другом.

Имеется просто формулируемая и общая теорема, показываю-
щая, что для свойств вычислимых функций нельзя почти нико-
гда надеяться на разрешимость. Детерминированный алгоритм
φ называется экстенсиональным по первому аргументу, если
для всех A и B, таких, что функции, ими вычисляемые, одина-
ковы, имеем φ([A]∗X)→ y ⇐⇒ φ([B]∗X)→ y. Таким образом,
он на одинаковых функциях дает одинаковые результаты.

ЛЕММА 3. (Теорема Успенского–Райса) Пусть предикат
равенства разрешим. Тогда, если экстенсиональный алгоритм
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всюду определен, то он не зависит от первого аргумента, т. е.

∀x, y (x, y — коды алгоритмов ⊃
∀z, u ((φ [x] ∗ z)→ u ⇐⇒ (φ [y] ∗ z)→ u)).

Доказательство. Рассуждаем от противного. Пусть есть такое
z, что ψ = λx (φ [x] ∗ z) не является тождественной функцией.

Пусть ERROR — нигде не определенная функция, а e — код
одного из алгоритмов, ее вычисляющих. Пусть (φ [e] ∗ z) → a.
Тогда, по экстенсиональности φ, для любого кода e0 нигде не
определенной функции (φ [e0]∗z)→ a. Поскольку ψ не является
тождественной, найдется такой код d, соответствующий некото-
рой вычислимой функции χ, что (φ [d]∗z)→ b. Теперь построим
следующее определение:

(3) (ξ f x y)← if (ATOM (Υ f x)) then (χ y) else (χ y) fi.

Эта функция нигде не определена, если (f x) не определено,
в противном случае, при фиксированных f , x дает χ. Таким
образом, проверяя, чему равно (φ λy (ξ f x y)), мы могли бы
проверить, применима ли функция к аргументу, что является
неразрешимой проблемой. q.e.d.

И наконец, рассмотрим систему алгоритмов, которая обычно
представляется в книгах по теории вычислимости. Она может
быть описана следующим образом.

Имеется бесконечно много атомов — натуральные числа. Истину
отождествляем с 1, ложь — с 0. Имеются две исходные функции
и один предикат, определенные на атомах:

(S n), дающая по n n+ 1,
(Pd n), дающая по n > 0 n− 1, a для 0 — NULL;
(Z n), предикат, проверяющий, равен ли его аргумент 0.

Такие алгоритмы, конечно же, детерминированы, поскольку де-
терминированы исходные функции, и называются рекурсивны-
ми функциями. Соответственно, множества, разрешимые при
помощи рекурсивных функций, называются рекурсивно разре-
шимыми, а перечислимые с их помощью — рекурсивно перечис-
лимыми.
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ПРИМЕР 3. Построим алгоритм, осуществляющий сложение
двух натуральных чисел:

(PLUS m n)← if (Z n) then m else (PLUS m (Pd n)) fi.

Другой способ определения алгоритмов дан в определении опе-
ратора Mu, строящего минимальное значение n, при котором
(ϕ [m,n]) = 0.

(Muk ϕ m k)← if (Z (ϕ m k)) then k else (Muk ϕ m (S k)) fi;
(Mu ϕ m)← (Muk ϕ m 0).

Здесь сначала вводится вспомогательный алгоритм, а сама ре-
курсия идет в другом направлении, чем обычно. Такая опера-
ция часто обозначается квантором минимизации, введенным
Д. Гильбертом:

µn (P n),

где P — алгоритмический предикат.

Есть экспериментальный факт, степень подтвержденности ко-
торого в настоящий момент неизмеримо выше, чем у любого
естественнонаучного принципа: все изобретенные детерминиро-
ванные алгоритмы выражаются как рекурсивные схемы над при-
мененным базисом исходных функций. Как и принято в есте-
ственных науках, это экспериментальное наблюдение возведено
в ранг общего утверждения, но в отличие от, скажем, законов
Ньютона скромно называется тезис Черча (может быть, пра-
вильнее было бы добавить сюда еще и Тьюринга):

Любой содержательный замкнутый в себе (не исполь-
зующий источников ввода, отличных от заранее за-
данного аргумента) алгоритм выражается в любой
из принятых в настоящее время в математике фор-
мализаций понятия алгоритма (в частности, как ре-
курсивная схема).

Из этого тезиса следует строгое утверждение, которое дока-
зано для всех используемых в математике понятий алгоритма:
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все они эквивалентны в том смысле, что алгоритмически опре-
делимые функции над минимальным базисом понятий совпада-
ют4. Но еще более важно то, что для всех явно выделенных в
математике способов построения алгоритмов найдено их пред-
ставление, согласующееся с тезисом Черча5.

Внимание! Тезис Черча работает лишь в том случае, если
мы рассматриваем вычислительные устройства сами по себе, без
физических датчиков для ввода данных и без взаимодействия с
человеком. Эту оговорку практически никто никогда не делает.

Любое частное определение алгоритмов задает пространство
в смысле примера 7 из первой части статьи, в котором построено
чум-пространство программно определимых функций, посколь-
ку мы принимаем аксиому перечислимости.

Из аксиомы перечислимости и аксиомы о рекурсивном опре-
делении следует аксиома об универсальном алгоритме.

Теперь можно определить реализуемость по Клини формул
произвольной теории, над объектами которой введено понятие
вычислимости, такое, что универсальный интерпретатор опре-
делим.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Определим операцию построения по фор-
муле теории формулы, означающей ее реализацию r⌊A, ς⌋), где
ς — терм. В определении предполагается, что переменные ζ, ζ1

и так далее не входят в исходные формулы.

4Тут есть две ловушки. Во-первых, совпадение определимости не означа-
ет сопоставимости ресурсов, необходимых для вычисления данной конкрет-
ной функции различными понятиями алгоритма. Так что утверждение, что
все можно вычислить на машине Тьюринга, является типичной для матема-
тиков демагогией, когда смешивают модальности ‘в принципе возможно’ и
‘практически возможно’. Во-вторых, если исходный базис произвольный, то
даже определимость начинает различаться. Рекурсивные схемы — мощней-
ший в смысле относительной определимости аппарат теории алгоритмов.

5Есть одно исключение, найденное автором. Если имеются вращающие-
ся черные дыры, то в принципе можно организовать вычислительный про-
цесс таким образом, чтобы получить ответ на неразрешимую задачу, но при
этом нужно самому успешно совершить путешествие сквозь такую черную
дыру в другую вселенную. Таким образом, в некотором смысле тезис Чер-
ча и общая теория относительности друг другу противоречат. Глубинные
взаимосвязи научного знания гораздо сильнее, чем можно вообразить, на-
блюдая современную науку, разделенную на почти невзаимодействующие
отрасли.
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1. Если A — элементарная формула, то

r⌊A, ζ⌋ = A&(NULL ζ)

2.
r⌊A&B, ζ⌋ =

¬(ATOM ζ)&¬(NULL (TAIL ζ))&r⌊A, (HEAD ζ)⌋
&r⌊B, (HEAD (TAIL ζ))⌋.

3.

r⌊A ∨B, ζ⌋ =
¬(ATOM ζ)&¬(NULL (TAIL ζ))&

((NULL (HEAD ζ))⇒r⌊A, (HEAD (TAIL ζ))⌋)&
(¬(NULL (HEAD ζ))⇒r⌊B, (HEAD (TAIL ζ))⌋).

4.
r⌊A⇒ B, ζ⌋ =

∀ζ1(r⌊A, ζ1⌋ ⇒ ∃C (Ψ (CONS [ζ1, ζ] C))&
r⌊B, (LAST (LAST C))⌋)).

5. r⌊¬A, ζ⌋ = (NULL ζ)&¬∃ζ1 r⌊A, ζ1⌋

6.
r⌊∃xA, ζ⌋ =

¬(ATOM ζ)&¬(NULL (TAIL ζ))
&r⌊A[x | (HEAD ζ)], (HEAD (TAIL ζ))⌋.

7.
r⌊∀xA, ζ⌋ =

∀x∃C (Ψ (CONS [ζ, x] C))&
r⌊A(x), (LAST (LAST C))⌋)).

Заметим, что в определении реализуемости не понадобился
даже предикат равенства или какой-то другой двухместный пре-
дикат. Пункты нашего определения переводят на язык абстракт-
ных алгоритмов пункты определения Колмогорова. При этом
алгоритм отождествляется с кодом его программы.

Рассмотрим, как в конструктивной теории с реализуемостью
по Клини выражаются некоторые свойства функций. Прежде
всего, следуя Клини, формально выразим тезис Черча.

(4)
∀x (¬A(x)⇒ ∃y B(x, y))⇒
∃z∀x (¬A(x)⇒
∃u (Υ [z, x])→ u&∀u (Υ [z, x])→ u⇒ B(x, u))
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В большинстве теорий из тезиса Черча следуют, в частности,
результаты, несовместимые с классической логикой. Например,
если выразимо на языке нашей теории хоть одно неразрешимое
свойство U(x), то реализуема формула

(5) ¬∀x (U(x) ∨ ¬U(x)).

Тем самым мы получаем конструктивную характеризацию
классической логики: она полностью приемлема конструктивно,
если в теории все свойства разрешимы. То есть теория должна
быть полна. Поэтому, в частности, в элементарной геометрии
или в алгебраической теории действительных чисел классиче-
ская логика как раз на месте. В полной теории она не может
привести к «грязным» теоремам существования.

Реализуемость, понимаемая классически, влечет в случае пе-
речислимых типов данных важный логический принцип:

(6)

Принцип конструктивного подбора

∀x (A(x) ∨ ¬A(x))&¬¬∃xA(x)⇒ ∃xA(x).

Этот принцип часто называют принцип Маркова и обознача-
ют PM.

Содержательно принцип конструктивного подбора означает
важный практический вывод: если у нас есть способ провер-
ки корректности решения и алгоритм перебора всех возможных
значений типа данных, то можно спокойно применять для обос-
нования корректности задачи поиска классическую логику. Ес-
ли в принципе процесс должен закончиться, мы просто запустим
программу и дождемся ее остановки.

Новые выразительные возможности открываются и в плане
выражения неспособности что-то сделать алгоритмически. На-
пример, теорема Успенского–Райса о невозможности эффектив-
ного распознавания свойств алгоритмов может быть перефор-
мулирована для абстрактных типов (например, функций, мно-
жеств. . . ) следующим образом:

(7) ∀X : Function∃b : Bool A(X, b)⇒
∃b : Bool ∀X : Function A(X, b)

(формулировка открыта Троэлстра).
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3 Советский конструктивизм

А. А. Марков (1947) на базе теории алгоритмов предложил ва-
риант конструктивизма, базирующийся на традиционном есте-
ственнонаучном материализме и рационализме. Первоначально
он использовал в качестве основы конструктивного понимания
математических суждений реализуемость по Клини. Но он, так
же, как и Брауэр, поставил задачу конструктивной переработки
не какой-то отдельной теории, а всей математики, как она тогда
понималась.

По рассказам самого Андрея Андреевича, переход к конструк-
тивизму стимулировали его работы во время Второй мировой
войны. Она в значительной степени решилась соревнованием
математиков, расшифровывавших коды противников и изобре-
тавших надежные коды для своих войск. А. А. Марков работал
именно на этом сверхсекретном фронте и на своем опыте убе-
дился, насколько трудно отличить математические результаты,
дающие метод их использования, от тех, которые остаются лишь
идеальными. Так что Марков решил придать математике более
прикладной характер. И путь к этому он увидел в брауэровском
подходе.

Поскольку по своему мировоззрению А. А. был убежденным
естественнонаучным материалистом, философские основания
подхода Брауэра были для него неприемлемы. Но, поскольку
он был действительно свободомыслящим, а не из тех, которые
допускают для других свободу мыслить так же, как они, и па-
дают в обморок (или начинают говорить непристойности) при
одном упоминании имени Бога, он четко и объективно проана-
лизировал со своей точки зрения достижения Брауэра и всегда
воздавал ему должное как отцу-основателю нового направле-
ния.

Сам Марков выделил три основные абстракции, на которых,
с точки зрения естественнонаучного рационализма, базируется
математика.

Абстракция отождествления. Она сформулирована кос-
венным образом Г. Лейбницем в его определении равенства:
«Равные объекты — обладающие одинаковыми свойствами». Ес-
ли понимать это с точки зрения информатики, то, поскольку
предметов с совершенно одинаковыми свойствами просто нет,
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нам остается переформулировать абстракцию отождествления
следующим образом:

«Мы отказываемся рассматривать в математической
формализации некоторые свойства, различающие пред-
меты, и тем самым отождествляем их».

Абстракция потенциальной бесконечности. Считается
выполнимым любое конечное число действий, построе-
ние сколь угодно сложных конечных объектов. Абстра-
гируемся от ограниченности времени, памяти и других
ресурсов.

Абстракция актуальной бесконечности. Бесконечные
процессы и бесконечные совокупности можно рассмат-
ривать как завершенные объекты и свободно опериро-
вать с ними.

Таким образом, А. А. Марков заменил гильбертовское поня-
тие «идеальных объектов» и брауэровские «идеальные умствен-
ные построения» внешне безобидными с точки зрения прими-
тивного материализма абстракциями от реально существующих
объектов. Это было необходимо сделать в те времена, когда рас-
поясавшиеся «свободомыслящие» набрасывались на любое ме-
сто, где им чудился призрак идеализма или Бога6. Надо заме-
тить, что, как всегда, когда человек вынужден как можно точ-
нее и выразительнее перевести понятия на другой язык, Марков
выявил новые важные стороны математических идеализаций и
упорядочил их в единую систему. Эта система идеализаций в
дальнейшем послужила толчком к открытию логик реальной
осуществимости.

Основные предположения советского конструктивного направ-
ления в математике можно выразить следующим образом:

1. Математические объекты, рассматриваемые в конструкти-
визме, являются конструктивными объектами: результата-
ми конечных комбинаций простейших действий над четко
различимыми исходными сущностями. В конкретной реа-
лизации конструктивными объектами почти всегда были
слова в конечном алфавите. Но порою рассматривались и

6Из советского уголовного кодекса было выброшено понятие «идеальной
совокупности преступлений», т. е. нескольких преступлений, совершаемых
одним и тем же действием, поскольку оно пахло идеализмом.
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другие типы конструктивных объектов (например, конеч-
ные графы). В этом отношении советская конструктивная
математика четко поставила вопрос о представлении дан-
ных, исключительно важный для информатики и полно-
стью игнорировавшийся и классической, и интуиционист-
ской теорией.

2. Все действия являются алгоритмами. Алгоритмы задают-
ся своими программами. Алгоритмы рассматривались
лишь над фиксированным базисом конструктивных объек-
тов и лишь над стандартным базисом исходных действий.
В этом отношении советская конструктивная математика
явилась шагом назад по сравнению с классической для по-
требностей информатики, где оказались наиболее приме-
нимы высокоуровневые алгебраические и топологические
структуры.

3. Некоторые конструктивные объекты могут отождествлять-
ся и называться равными. Здесь впервые было системати-
чески исследовано влияние множественных представлений
одного и того же объекта на алгоритмы работы с ним. Это
кладезь идей для современной информатики, практически
не затронутый ею.

4. Не предполагалось, что все проблемы решены, и что в об-
ластях, имеющих дело с актуальной бесконечностью, они
могут быть все решены. Но по поводу любой конкретной
точно поставленной проблемы, касающейся конструктив-
ных объектов, конструктивисты были уверены, что при
желании она может быть решена человечеством. Таким
образом, советский конструктивизм в максимально воз-
можной степени сохранял веру в познаваемость мира и в
прогресс. Незнание никогда не рассматривалось как нечто
большее, чем временный статус. Принцип «ignoramus et
ignorabimus» столь же был чужд для советских конструк-
тивистов, как и почти для всех естественнонаучных раци-
оналистов.

5. Конструктивизм полностью принимал абстракции отож-
дествления и потенциальной осуществимости и безогово-
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рочно отвергал для себя абстракцию актуальной бесконеч-
ности.

6. Конструктивизм позиционировал себя как альтернативу
классической математике, а не как ее «могильщика». Клас-
сическая математика должна была лишь согласиться на
равных разговаривать с конструктивистами и мирно сосу-
ществовать с ними, стремясь к взаимопониманию и взаи-
мообогащению. Но этого большинство «классиков» как раз
и не могло допустить. «Практические» математики, к ре-
альной практике никакого отношения не имевшие и инте-
ресовавшиеся лишь доказательством теорем, отождестви-
ли точность с привычной им манерой изложения и оказа-
лись нетерпимыми к малейшим отступлениям от нее.

Надо сказать, что советский конструктивизм оказался мощ-
ным психологическим орудием вовлечения активно работающих
математиков в конструктивную парадигму. По видимости он не
противоречил традиционному «точному» мышлению, но посте-
пенно перестраивал ум на новые рельсы не менее радикально,
чем интуиционизм. Многие ученики Маркова и его учеников, да-
же внешне ушедшие в совсем другие области, говорили о том,
что метод конструктивного мышления им сильно помогает на
практике, хотя прямо результаты конструктивизма они приме-
нить не могут.

В последнее время метод конструктивного мышления (прав-
да, уже в другой обстановке и на другом уровне) успешно приме-
нен для подготовки специалистов-информатиков высокого
уровня.

А. А. Марков заметил, что из принятых им посылок вытека-
ет целесообразность принятия принципа конструктивного под-
бора. Но этот принцип оказался более фундаментальным, чем
простое концептуальное следствие из методологических предпо-
ложений. Это установил Н. А. Шанин, разработав алгоритм кон-
структивного понимания математических суждений (конструк-
тивная расшифровка). Опишем его.

Прежде всего, в практических конструктивных теориях есте-
ственно предполагать по крайней мере возможность снятия
двойного отрицания с элементарных формул. В противном слу-
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чае внутри них спрятаны скрытые объекты и построения, что
кажется крайне нежелательным. На самом деле почти всегда
элементарные формулы разрешимы.

В алгоритме конструктивной расшифровки предполагается,
что с элементарных формул можно снимать двойное отрица-
ние.

Далее, поскольку по определению универсального интерпре-
татора предикат Ψ разрешим, по принципу конструктивного
подбора с формулы ∃x(Ψ α x) можно снимать двойное отрица-
ние. Таким образом, с утверждения, что алгоритм дает резуль-
тат при конкретных исходных данных, можно снимать двойное
отрицание. Осмысленность алгоритмического терма в конструк-
тивизме обозначается !t.

Формулы, составленные из элементарных и !t без помощи свя-
зок ∨ и ∃, называются устойчивыми7. С устойчивых формул
можно снимать двойное отрицание (а, значит, и навешивать его
с сохранением эквивалентности). Следовательно, их реализации
можно считать тривиальными. Для устойчивых формул приме-
нима в полном объеме классическая логика, в которой исклю-
чена связка ∨ и квантор ∃ (что не ограничивает общности, по-
скольку данные связки выразимы через остальные). Поэтому
устойчивые формулы называем еще классическими.

Формулы, реализации которых нетривиальны, Шанин назвал
содержащими конструктивную задачу или проблемными. Его
алгоритм конструктивной расшифровки выявляет эту задачу и
делит формулу на две части: конструктивное построение и его
обоснование.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Строим по каждой формуле A, не явля-
ющейся классической, формулу Ш⌊A⌋, определяемую при по-
мощи вспомогательной классической формулы Ш0⌊A, x⌋. Для
большинства неклассических формул выполнено

Ш⌊A⌋ = ∃x Ш0⌊A, x⌋.

7Сам Н. А. Шанин и советские конструктивисты называли их “нормаль-
ными”. Мы систематически изгоняем традиционные в математике абсолют-
но бессодержательные названия типа “нормальный”. Практика показала,
что их употребление в диалоге со специалистами из других предметных
областей дезориентирует обе стороны.
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В оставшихся же случаях результирующая формула оказыва-
ется классической, и тем самым наша формула эквивалентна
классической8.

1. Ш⌊A⌋ = A для классических формул.

2. Если A — проблемная формула, а B — классическая, то

Ш⌊A⇒ B⌋ = ∀x (Ш0⌊A, x⌋ ⇒ B).

3. ЕслиA— проблемная формула, то Ш⌊¬A⌋=∀x¬Ш0⌊A, x⌋.

4. Если оба члена дизъюнкции классические, то

Ш0⌊A ∨B, x⌋ = ((TRUE x)⇒ A)&((FALSE x)⇒ B)&

¬(¬(TRUE x)&¬(FALSE x)).

Ш⌊A ∨B⌋ = ∃x Ш0⌊A ∨B, x⌋.

5. Если A — проблемная формула, а B — классическая, то

Ш0⌊A&B, x⌋ = Ш0⌊A, x⌋&B,
Ш⌊A&B⌋ = ∃x Ш0⌊A&B, x⌋.

6. Если B — проблемная формула, а A — классическая, то

Ш0⌊A⇒ B, x⌋ = (A⇒!(Υ [x,NIL])& Ш0⌊B, (Υ [x,NIL])⌋,

Ш⌊A⇒ B⌋ = ∃x Ш0⌊A⇒ B, x⌋.

7. Если A — проблемная формула, а B — классическая, то

Ш0⌊A ∨B, x⌋ =

((TRUE (HEAD x))⇒Ш0⌊A, (HEAD (TAIL x))⌋)&
((FALSE (HEAD x))⇒ B)&

¬(¬(TRUE (HEAD x))&¬(FALSE (HEAD x))).

Ш⌊A ∨B⌋ = ∃x Ш0⌊A ∨B, x⌋.
8Порою сильно отличающейся от исходной.
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8. Если оба члена конъюнкции проблемные, то

Ш0⌊A&B, x⌋=Ш0⌊A, (HEAD x)⌋& Ш0⌊B, (HEAD (TAIL x))⌋,

Ш⌊A&B⌋ = ∃x Ш0⌊A&B, x⌋.

9. Если оба члена дизъюнкции проблемные, то

Ш0⌊A ∨B, x⌋ = ((TRUE (HEAD x))⇒
Ш0⌊A, (HEAD (TAIL x))⌋)&

((FALSE (HEAD x))⇒Ш0⌊B, (HEAD (TAIL x))⌋)&
¬(¬(TRUE (HEAD x))&¬(FALSE (HEAD x))).

Ш⌊A ∨B⌋ = ∃x Ш0⌊A ∨B, x⌋.

10. Если оба члена импликации проблемные, то

Ш0⌊A⇒ B, x⌋ =

∀z (Ш0⌊A⇒ B, z⌋ ⇒!(Υ [x, z])& Ш0⌊B, (Υ [x, z])⌋),

Ш⌊A⇒ B⌋ = ∃x Ш0⌊A⇒ B, x⌋.

11. Если A(z) — классическая, то

Ш0⌊∃z A(z), x⌋ = A(x),

Ш⌊∃z A(z)⌋ = ∃x Ш0⌊∃z A(z), x⌋.

12. Если A(z) — проблемная, то

Ш0⌊∃z A(z), x⌋ = Ш0⌊A((HEAD x)), (HEAD (TAIL x))⌋,

Ш⌊∃z A(z)⌋ = ∃x Ш0⌊∃z A(z), x⌋.

13. Если A(z) — проблемная, то

Ш0⌊∀z A(z), x⌋ = ∀z (!(Υ [x, z])& Ш0⌊A(z), (Υ [x, z])⌋),

Ш⌊∀z A(z)⌋ = ∃x Ш0⌊∀z A(z), x⌋.
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В этом определении сокращены лишние части, которые полу-
чаются при прямом применении реализуемости по Клини. Как
показал Клини, конструктивная расшифровка Шанина с клас-
сической точки зрения эквивалентна его реализуемости. Алго-
ритм Шанина, при большей громоздкости описания, выявляет
некоторые важные стороны понимания суждений в советском
конструктивизме. Многие из выявленных при создании этого
алгоритма свойств важны для применения конструктивизма (не
только советского) с целью анализа понятий информатики.

ПРИМЕР 4. Сравнение конструктивной расшифровки и
утверждения о реализуемости формулы.

Рассмотрим формулу

(8) ¬∀x(A(x) ∨ ¬A(x)),

где A(x) — полностью классическая неразрешимая формула (не
содержащая даже ссылок на принцип конструктивного подбора)
вида ∀x(NULL (φ x)), где φ — функция, всюду определенность и
однозначность которой устанавливается самыми элементарны-
ми средствами (например, в арифметике примитивно-рекурсив-
ная функция). Пусть эта функция определена термом языка,
так что дальнейших сложностей нет. Тогда утверждение о реа-
лизуемости формулы (8) выглядит следующим образом:

(9) ∃x (∀ζ ¬(∀z ¬(ATOM ζ)&¬(NULL (TAIL ζ))&

((NULL (HEAD ζ))⇒ ∀x1 (!(Υ [(HEAD (TAIL ζ)), x1])&

∀ζ2 ((Υ [(HEAD (TAIL ζ)), x1])→ ζ2 ⇒ (NULL ζ2)&A(z))&

(¬(NULL (HEAD ζ))⇒
∀ζ3 ¬∀x3 (!(Υ [ζ3, x3])&∀ζ4 ((Υ [ζ3, x3])→ ζ4 ⇒ (NULL ζ4))&

(NULL (HEAD (TAIL ζ)))))&(NULL x)&¬A(z))

Приведем шанинскую расшифровку той же формулы.

(10) ∀ζ ¬∀x (!(Υ [ζ, x])&

((TRUE (Υ [ζ, x]))⇒ A(x))&((FALSE (Υ [ζ, x]))⇒ ¬A(x))).

По шанинской формулировке легко усмотреть, что она утвер-
ждает отсутствие разрешающего алгоритма, а вот по клиниев-
ской. . . Она загромождена множеством лишних тривиальных
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построений. А если формулаA(x) сформулирована чуть послож-
нее, ситуация становится просто безнадежной.

Интересна дискуссия между Н.А. Шаниным и С.К. Клини по
поводу соотношения их расшифровок. Клини утверждал, что
Шанин ничего нового не сделал, а Шанин подметил то, что пол-
ностью игнорируется «практическими» математиками, но важ-
но для информатиков. Его алгоритм четче по структуре, яс-
нее по результату и, самое главное, идемпотентен: дважды при-
менив его к формуле, мы ничего не изменяем по сравнению с
первым применением. А реализация по Клини будет разбухать
неограниченно.

Алгоритм конструктивной расшифровки можно переписать
в абстрактные теории без понятия алгоритма, основываясь на
типах данных. То, от чего он существенно зависит, было нами
сформулировано выше. Поэтому сфера применимости шанин-
ской расшифровки гораздо шире советского конструктивизма.

В этом алгоритме формула четко делится на построение объ-
екта ( квантор ∃) и обоснование проделанного построения. Фор-
мула делится на конструктивную и дескриптивную части. Ес-
ли построение уже осуществлено, то обосновывать его можно
средствами классической математики. Правда, в дальнейшем
Н.А. Шанину такой вывод (который он сам сделал) показался
слишком оппортунистическим и он отказался от собственного
алгоритма.

Но можно пойти и в другую сторону. В обосновании постро-
ения можно разрешить идеальные объекты, в том числе и ак-
туальную бесконечность. Все равно обосновывать программы,
опираясь лишь на те понятия, которые используются при их
непосредственном исполнении, невозможно. Приходится вводить
призраки, которые необходимы для понимания и обоснования
программы, но как минимум бесполезны в ходе ее исполнения.
Призраками могут быть в том числе и существенно нефинитные
объекты (например, количество шагов процедуры можно оцени-
вать ординалами, а для получения оценок точности вычислений
применять нестандартные действительные числа).

Явное признание вычислимости алгоритмичностью приносит
немало выгод. Рассмотрим в связи с этим пример Шпекера,
строящий опровержение утверждения о сходимости возрастаю-
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щей ограниченной сверху последовательности без помощи мето-
да провокации, который подвержен критике.

ПРИМЕР 5. В любом абстрактном понятии алгоритма можно
смоделировать натуральные числа как кортежи вида

[NIL, . . . ,NIL].

Понятие натурального числа разрешимо.

(NAT x)← if (NULL x) then true else
(NULL (HEAD x))&(NAT (TAIL x)) fi

Равенство натуральных чисел разрешимо.

(NATEQ x y)← (NAT x)&(NAT y)&if (NULL x) then (NULL y)

else (NATEQ (TAIL x) TAIL y)) fi

Поэтому можно свободно пользоваться последовательностя-
ми объектов (конечно же, алгоритмическими). Для любого по-
нятия алгоритма существует счетно-перечислимое (т. е. являю-
щееся множеством значений последовательности) неразрешимое
множество. Поскольку алгоритмически можно определить лишь
счетное множество множеств, а множество всех множеств нату-
ральных чисел сложнее (несчетно)9, есть неразрешимое множе-
ство натуральных чисел, а, значит, не все счетно-перечислимые
множества натуральных чисел разрешимы. Возьмем неразре-
шимое счетно-перечислимое множество натуральных чисел X.
Тогда по определению счетной перечислимости имеется алго-
ритмическая последовательность натуральных чисел, порожда-
ющая все элементы этого множества. По разрешимости равен-
ства натуральных чисел ее можно модифицировать (просто ис-
ключая повторяющиеся элементы) таким образом, что она будет
перечсислять его без повторений. Поскольку множество нераз-
решимо, она будет перечислять его элементы в некотором неиз-
вестном порядке. Такую последовательность обозначим α. По-
строим ряд

9Мы отказываемся употреблять давно уже ставшее невежественным чте-
ние мощности бесконечных множеств как «числа элементов в них». Это
одна из мер сложности описания бесконечного множества.
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(11) Sp =

∞∑
i=0

1

2(α i)

Если бы было можно построить последовательность стягиваю-
щихся сегментов, сходящуюся к его сумме, был бы построен раз-
решающий предикат для множества X, просто вычисляя Sp с
точностью 1

2n+2 , чтобы проверить принадлежность n ∈ X.
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