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abstract. We present here the functional algebraic model for so-
called ¾s-realizability¿ that is a modi�cation of well-known Kleene's
realizability.

Â [1] (ñì. òàêæå [2]) À.Ã. Äðàãàëèí ïðåäëîæèë êëàññ èíòåð-
ïðåòàöèé äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé àðèôìåòèêè â âèäå ôóíêöèî-
íàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìîäåëåé (ÔÀÌ). Èçëîæåíèå â [1] è [2]
ñîïðîâîæäàåòñÿ ðÿäîì ïðèìåðîâ, õîòÿ ðÿä î÷åâèäíûõ äåòàëåé
îïóùåí. Â [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ øòðèõ-ðåàëèçóåìîñòè Êëè-
íè ýêâèâàëåíòíîé åé ÔÀÌ íå ñóùåñòâóåò, ò.å. íå âñÿêàÿ ìîäåëü
àðèôìåòèêè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ÔÀÌ. Â êàæäîì êîí-
êðåòíîì ñëó÷àå, ò.å. äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ìîäåëè àðèôìåòè-
êè, âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè åå âèäå ÔÀÌ íåîáõîäèìî ðåøàòü
çàíîâî, íî çàòî äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû î ñîâìåñòíîñòè è íåçà-
âèñèìîñòè äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé àðèôìåòèêè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ
êîòîðûõ è áûëà ïîñòðîåíà ðàññìàòðèâàåìàÿ êîíêðåòíàÿ ìîäåëü
àðèôìåòèêè, óæå àâòîìàòè÷åñêè ñòàíîâÿòñÿ âåðíûìè.

Îñíîâíîé öåëüþ À.Ã. Äðàãàëèíà êàê àâòîðà ÔÀÌ áûëî, âåðî-
ÿòíî, ïîëó÷åíèå, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ÔÀÌ
õîðîøî èçâåñòíûõ ìîäåëåé òèïà ðåàëèçóåìîñòè (Ñ.Ê. Êëèíè,
Â.À. Ëèôøèöà, Ì. Áèçîíà è äð.).

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå áóäåò ïîñòðîåíà ÔÀÌ, ýêâèâàëåíòíàÿ
òàê íàçûâàåìîé ñïåöèàëüíîé ðåàëèçóåìîñòè (äëÿ òî÷íîãî îïè-
ñàíèÿ ïîñëåäíåé ñì. [2, ñ.64-65]). Ýòà ðåàëèçóåìîñòü áûëà èñ-
ïîëüçîâàíà â [2] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîâìåñòíîñòè ñ HA è CT
ïðèíöèïà Ð (äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïîñëåäíåãî ïðèíöèïà ñì. òàê-
æå [2]). Òåîðèÿ ÍÀ+ÑÒ+Ð íîñèò íàçâàíèå ¾àíòèòðàäèöèîííûé
êîíñòðóêòèâèçì¿. Ïðèíöèïû Ð è Ì ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó
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â òåîðèè ÍÀ+ÑÒ (ñì. äëÿ äîêàçàòåëüñòâà [2]). Â ñëó÷àå ïî-
ñòðîåíèÿ ìîäåëè äëÿ òåîðèè ÍÀ+ÑÒ+Ð èñïîëüçóþòñÿ íå âñå
÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè, à òîëüêî ÷àñòü èç íèõ, ÷òî îò-
ðàæàåò íåêîòîðóþ ñïåöèàëüíóþ, óçêîêîíñòðóêòèâíóþ, òî÷êó
çðåíèÿ.

Çäåñü ìû íå ïðèâîäèì õîðîøî èçâåñòíûå ñâîéñòâà ÔÀÌ äëÿ
èíòóèöèîíèñòñêîé àðèôìåòèêè (âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ ìîæ-
íî íàéòè â [1] èëè [2]). Ñëåäóÿ [1], ìû îïðåäåëèì òîëüêî íàáîð
B,F, P̂r (ñì. [1, ñ. 189]), ò.å. ïñåâäîáóëåâó àëãåáðó, ôóíêöèîíàëü-
íóþ ïñåâäîáóëåâó àëãåáðó èëè ìíîæåñòâî ôîðì è îöåíêó â ïî-
ñëåäíåé äëÿ àòîìàðíûõ ôîðìóë íàøåãî ÿçûêà àðèôìåòèêè.

Èòàê, ïóñòü x̂ϕ � âèä, ãäå ϕ � ôîðìóëà, à x � ïåðåìåííàÿ (x̂
èãðàåò ðîëü êâàíòîðà). Åñëè x̂ϕ � âèä è t � òåðì, òî t ∈ x̂ϕ åñòü
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà t â ôîðìóëó ϕ, ò.å. ϕ(x|t). Êàæäûé
âèä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
çàìåùåíèÿ åå ïàðàìåòðîâ îáúåêòàìè èç îáëàñòè D (íàïîìíèì,
ñì. òàêæå [1], ÷òî îáëàñòü D äëÿ àðèôìåòèêè ñîñòîèò èç êîí-
ñòàíò äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1, 2,... è ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà êà-
íàëîâ [x], [y],..., êîòîðûå èíòóèòèâíî èçîáðàæàþò íàòóðàëüíûå
÷èñëà, î êîòîðûõ íè÷åãî íå èçâåñòíî). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
óïîðÿäî÷åííûå ïàðû < a, b >, ãäå a è b áóäóò âèäàìè, ïðè ýòîì
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, ÷òî ∀x(x ∈ b ⇒ x ∈ a), ãäå a è b êàê âèäû
áóäóò ôîðìàìè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè çàìåùåíèÿ ïàðàìåòðîâ.
Íàøà ôóíêöèîíàëüíàÿ ïñåâäîáóëåâà àëãåáðà F áóäåò ñîñòîÿòü
èç îïèñàííûõ âûøå óïîðÿäî÷åííûõ ïàð. Ýëåìåíòàìè æå ïñåâ-
äîáóëåâîé àëãåáðû B áóäóò çíà÷åíèÿ ýòèõ ôîðì íà ýëåìåíòàõ
îáëàñòè D, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ îöåíåííûõ ïàð < a, b >, ãäå ïà-
ðà < a, b > åñòü ýëåìåíò F (äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî è äåòàëüíîãî
îïèñàíèÿ âèäîâ è àëãåáð ñì. [1, ñ. 189-191] èëè [2, ñ. 215-218,
ïï. 6 è 7]).

Çàäàäèì òåïåðü îòíîøåíèå ≤ â àëãåáðå B (êàê è â öèòèðó-
åìîé ëèòåðàòóðå [1] è [2], ìû íå áóäåì ôàêòîðèçîâàòü ýòî îò-
íîøåíèå, ðàññìàòðèâàÿ âñå äàëüíåéøèå îïåðàöèè â ÏÁÀ B ñ
òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùåãî åñòåñòâåííîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ≈ : < a, b >≈< c, d >⇔ [< a, b >≤< c, d > è < c, d >≤
< a, b >). Îòíîøåíèå æå < a, b >≤< c, d > îïðåäåëèì ïîêîì-
ïîíåíòíî, â òî÷íîñòè òàê, êàê ýòî ñäåëàíî â [1, ñ.189]. Íàïîì-
íèì ýòî îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a è c � äâå ïåðâûõ
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(èëè âòîðûõ) êîìïîíåíòû ýëåìåíòîâ ÏÁÀ B, ò.å. èìåþò âèä
a([x1], ..., [xn]) è c([x1], ..., [xn]), ãäå [x1], ..., [xn] � ïîëíûé ñïè-
ñîê êàíàëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ýòèõ âèäàõ. Âûáåðåì íîâûå ïå-
ðåìåííûå y1, ..., yn è ïîëîæèì á = a(y1, ..., yn), ć = c(y1, ..., yn).
Ìû ãîâîðèì â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî á è ć ïîëó÷åíû èç a è c ïó-
òåì ñîãëàñîâàííîãî ïðåâðàùåíèÿ êàíàëîâ â ïåðåìåííûå. ßñíî,
÷òî á è ć óæå ñóòü íåîöåíåííûå âèäû. Îïðåäåëèì òåïåðü a ≤ c
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî m, ÷òî â ñòàíäàðòíîé àðèôìåòè÷åñêîé ìîäåëè âûïîëíÿåòñÿ
∃zv(Tn(m, y1, ..., yn, z) ∧ (v = Uz) ∧R[á, ć, v]).

Çäåñü R[a, c, e] åñòü ñëåäóþùåå îòíîøåíèå (a è c � âèäû, à e �
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ): R[a, b, e] ­ ∀u((u ∈ a) ⇒ ∃zv(T (e, u, z)∧(v =
Uz) ∧ (v ∈ b))). Êîììåíòàðèé äëÿ îòíîøåíèÿ R[a, c, e] äàí â [1]
íà ñ. 189.

Òåïåðü äîáàâèì òàêîå óñëîâèå: íàøà ôóíêöèÿ ñâîäèìîñòè, çà-
äàâàåìàÿ îòíîøåíèåì R[a, c, e], îïðåäåëåíà âñþäó íà ìíîæåñòâå
{x : x ∈ a} è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ìíîæåñòâå {x : x ∈ b} è ýëåìåí-
òû ïåðâîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèÿ ñâîäèìîñòè ïåðåâîäèò â ìíîæå-
ñòâî {x : x ∈ c}, à ýëåìåíòû âòîðîãî ìíîæåñòâà � â ìíîæåñòâî
{x : x ∈ d}.

Îòìåòèì, ÷òî âñå íàøè ñîäåðæàòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî
(ñì. [1] è [2]) ôîðìàëèçîâàòü â HA.

Òåïåðü îïðåäåëèì ôóíêöèþ P̂r è îïåðàöèè â ÏÁÀ B.
Åñëè ϕ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî åå çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ôîð-

ìà < x̂(x = x), ŷϕ(x1, ..., xn) >.
Íàêîíåö, îïðåäåëèì â ÏÁÀ îïåðàöèè ïîêîìïîíåíòíî, ñíà÷à-

ëà äëÿ ïåðâûõ êîìïîíåíò íàøèõ îöåíåííûõ ïàð, à çàòåì è äëÿ
âòîðûõ êîìïîíåíò. Èòàê, ïóñòü çàäàíû ïàðû èç ÔÏÁÀ < a, c >
è < b, d >.

Îïðåäåëåíèå îïåðàöèé äëÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïàð:
a ∧ c ­ x̂∃uv(x = j(u, v) ∧ u ∈ a ∧ v ∈ c);
a ∨ c ­ x̂∃uv(x = j(u, v) ∧ j1(v) ∈ a ∧ j2(v) ∈ c);
a → c ­ x̂∀u(u ∈ a ⇒!{x}(u) ∧ {x}(u) ∈ c);
∀xa ­ x̂∀y(!{x}(y) ∧ {x}(y) ∈ a);
∃xa ­ x̂∃uv(x = j(u, v) ∧ u ∈ a); .

Íåòðóäíî èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ âèäà ïîêàçàòü, ÷òî
∀a∃n.n ∈ a.

Îïðåäåëåíèå îïåðàöèé äëÿ âòîðûõ ÷ëåíîâ ïàð:



174 Â.Õ. Õàõàíÿí

b ∧ d ­ x̂∃uv(x = j(u, v) ∧ u ∈ b ∧ v ∈ d);
b ∨ d ­ x̂(x ∈ (a ∨ c) ∧ j1(x) = 0 ⇒ j1j2(x) ∈ b) ∧ (j1(x) 6= 0 ⇒
j2j2(x) ∈ d)));
b → d ­ x̂(x ∈ a → c) ∧ ∀y(y ∈ b ⇒!{x}(y) ∧ {x}(y) ∈ d);
∀yb ­ x̂(x ∈ ∀ya ∧ ∀z(!{x}(z) ∧ {x}(z) ∈ b));
∃yb ­ x̂∃uv(x = j(u, v) ∧ j1(u) ∈ b).
Îïðåäåëåíèå îïåðàöèé â ÏÁÀ B çàêîí÷åíî.
ËÅÌÌÀ 1. Åñëè ϕ � ôîðìóëà ÿçûêà òåîðèè ÍÀ, x � ïåðåìåí-
íàÿ, íå âõîäÿùàÿ â äàííóþ ôîðìóëó, òî ‖ϕ‖ â íàøåé ìîäåëè
åñòü ñëåäóþùàÿ ôîðìà < x̂(x ∈ ϕ), x̂(xsϕ) > (ñì. òàêæå äëÿ
ñðàâíåíèÿ îïðåäåëåíèå èç [2] íà ñ. 64).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 ïðîâîäèòñÿ íåñëîæíîé èíäóêöèåé ïî
ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû.
ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ïóñòü ϕ � ïðåäëîæåíèå ÿçûêà òåîðèè ÍÀ. Òî-
ãäà ‖ϕ‖ = 1 ⇔ ∃x(xsϕ ∧ x ∈ ϕ) (ò.å. x � ñïåöèàëüíî ðåàëèçóåò
ôîðìóëó ϕ è x åñòü êàíäèäàò â ðåàëèçàòîðû ýòîé æå ôîðìóëû
ϕ (ñðàâíè â [2], ñ. 64)).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ëåãêî ñëåäóåò èç ëåììû 1.
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