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ЛОГИКА НА РУБЕЖЕ ТЫСЯЧЕЛЕТИЙ 

Abstract. Development of logic at the end of 20th century generated such 
questions as «What is logic?» or «What is logical system?». The aim of this 
paper is to find out and analyze the phenomena that led to such unexpected 
questions. Firstly, that is a continual variety of logical systems; secondly, an 
extension of logical system as a result of its restriction; thirdly, an embedding 
(translation) of richer logical systems into weaker systems; fourthly, a ten-
dency to the investigation of classes of logical systems in the fashion of certain 
constructions; fifthly, a completion of algebraization of logic; sixtly, the 
demands of computer revolution, etc. The result of logical concretization of 
two mathematical constructions – a closure operator introduced at the begin-
ning of this century and a concept of category appeared at the middle of the 
century – was the beginning of investigations of different arrays of logical 
systems in a form of some lattice or category construction. Logic apparently 
loses the quality of science concerned with correctness of reasoning (and this 
is the phenomenon which expresses a crisis of modeling of truly human logic) 
and becomes the science about constructions that have an extremely abstract 
logical nature. In this sense logic is transformed just in metalogic with its new 
role. And the main point is that Logic comes out of limits of what is properly 
logical. 
 Content of the paper: 1) Introduction; 2) Closure operator and deductive 
systems; 3) Logical comprehension of continuum; 4) An extension of classical 
logic as a consequence of its restriction (translations and embeddings); 5) 
Lattices of theories and logics; 6) Lattices of calculi and other constructions; 
7) Constructions called as «category» and «topos»; 8) Closure operator and 
category together; 9) Algebraization of logic; 10) In a search of logical 
system.  
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1. Введение 
 Работа над логическими статьями для «Новой философской 
энциклопедии», а также над статьей «Логика в России. Вторая 
половина ХХ века» [Карпенко 1999], к удивлению автора, заста-
вила его задуматься не столько об итогах развития логики, сколько 
о некоторых необычных феноменах и фактах, которые к концу 
двух с половиной тысячелетнего периода развития логики со всей 
остротой поставили вопрос о том, что такое логика или, более 
конкретно, что такое логическая система? 
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Конечно, два традиционных направления развития логики 
остаются пока непоколебимыми. Это, с одной стороны, синтакси-
ческое направление, проявившееся в наибольшей степени в фун-
даментальной работе Д.Габбая [Gabbay 1996] и получившее назва-
ние «labelled» дедуктивные системы, а также непрекращающиеся 
попытки максимально обобщить генценовские исчисления (см. 
[Wansing 1998]). И в первом и во втором случае ставится цель еди-
нообразного охвата наибольшего числа различных логических 
систем и даже различных направлений в логике. С другой сто-
роны, остается неизменной тенденция в выработке единого семан-
тического основания для возможно большего разнообразия 
логических систем [Epstein 1990, Epstein 1994]. При обоих 
подходах логическая техника становится всё более утонченной и 
формально разработанной и не оставляет места философским 
спекуляциям. На IX Международном конгрессе по логике, 
методологии и философии науки (Упсала, Швеция, 1991) Г. фон 
Вригт констатировал: «С логикой случилось то, что она 
расплавилась в разнообразных исследованиях математики…» 
[Вригт 1992, с. 89]. 

На самом деле − это титанические усилия строгой науки 
представить в совершенно точных терминах понятие «логической 
системы» и удовлетворить требования компьютерных наук в 
вопросе о том, что такое дедуцирование? То, что с применением 
аппарата универсальной алгебры, с развитием теории категорий и 
с возрастающими потребностями в вычислениях и обработке 
информации представления о логических системах и о самой 
логике принимают всё более абстрактный характер, как раз гово-
рит о непостижимой глубине данной науки, а может быть даже о 
некоторой тайне, скрываемой в недрах логического универсума. И 
эта тайна периодически нежданно-негаданно проявляется в побоч-
ных эффектах, указывающих на нечто принципиально новое и 
требующих переосмысления статуса самой логики. На два таких 
примера неожиданного появления нового понятия логической сис-
темы (дедуктивная система в смысле Тарского и дедуктивная сис-
тема как категория) мы обратим специальное внимание в нашей 
статье. 
 Эти примеры имеют немаловажное методологическое значе-
ние, поскольку указывают на то, что Логика имеет непосредствен-
ное отношение к базисным, фундаментальным конструкциям, 
которые зарождаются в недрах математического знания, создавая 
этим новый концептуальный аппарат. Такими конструкциями 
являются теория множеств, оператор замыкания с определен-
ными свойствами, топологические пространства, решетка как 
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определенным образом упорядоченное множество, моноиды, се-
мейство базисных комбинаторов, алгебра Линденбаума, понятие 
категории, и т. д. Сразу отметим, что первая и последняя из ука-
занных конструкций стали парадигмами нового мышления, а 
некоторые их конкретизации дали необычайной силы импульс 
развитию самой логики. 
 Но открытым остается главный вопрос: представляет ли 
собой логика как таковая некоторую единую конструкцию или это 
даже невозможно для систем искусственного интеллекта? Один из 
основных итогов современного развития логики как раз заключа-
ется в постановке этого вопроса, на который мы попытаемя отве-
тить, используя большой фактический материал. 

2. Оператор замыкания и дедуктивные системы 
В 1909 г. Ф. Рисс, как указывает К. Куратовский [1966], а 

затем и он сам в 1922 г. вводят оператор замыкания на множестве. 
Оператором замыкания на множестве A называется отображение 
C множества всех подмножеств (σ)A (множество всех подмно-
жеств A иногда обозначают как 2A) в себя, обладающее следую-
щими свойствами [Кон 1968, с. 56]: 
  (1) Если X ⊆ Y, то C(X) ⊆ C(Y)     (монотонность) 
  (2) X ⊆ C(X)                                    (рефлексивность) 
  (3) CC(X) = C(X)                             (идемпотентность) 
для всех X, Y ∈ (σ)A. 
 Подмножество X из A называется замкнутым подмножест-
вом, если C(X) = X. 
 Важную роль в математике играют операторы замыкания на 
множестве всех подмножеств (σ)A, обладающие следующим до-
полнительным свойством: замыкание объединения двух подмно-
жеств множества (σ)A равно объединению замыканий этих под-
множеств. Такой оператор замыкания называется топологией в 
множестве (σ)A. 
 Отсюда понятно значение оператора замыкания в топологии, 
и не в меньшей мере его роль в универсальной алгебре (см. кроме 
указанной книги П. Кона монографию [Stanley & Sankappanavar, 
1981]. 

Оператор замыкания C на множестве A является финитар-
ным, если для каждого X ⊆ A 
 (4) C(X) = ∪ {C(Y): Y ⊆ X и Y является финитным}. 
Заметим, что (4) влечет (3). 
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 Одна из самых неожиданных конкретизаций конструкции под 
названием «оператор замыкания» была дана А. Тарским [Tarski 
1930] в виде операции присоединения следствий (consequence 
operation). Эта конкретизация носит чисто логический характер. 
 Теория есть произвольное множество предложений некото-
рого установленного языка ο. Множество всех формул, построен-
ных из пропозициональных переменных и логических связок 
языка ο, обозначим посредством Fm. Если X замкнуто относи-
тельно операции присоединения следствий (оператора 
замыкания), т.е. X = C(X), тогда X называется теорией C. C(X) 
есть наименьшая теория C, содержащая X, и С(∅) есть система 
всех логически доказуемых или общезначимых предложений C. В 
терминологии Тарского C(X) называется дедуктивной системой. 
 Оператор присоединения следствий C называется структур-
ным, если для всех подстановок e (эндоморфизмов) языка ο 
выполняется условие 
  (5) e(C(X)) ⊆ Ce(X). 
 Открытие того, что подстановки являются эндоморфизмами, 
и введение условия (5) появилось в работе [Łoś & Suszko 1958].  
 Операция присоединения следствий C, выполняющая условия 
(1) − (5), называется стандартной [Wόjcicki 1984, p. 20]. 

Под логикой (пропозициональной) понимается пара <ο, С> 
или сама С, где операция присоединения следствий С не обяза-
тельно финитарная, но структурная [Wόjcicki 1984, p. 18]. Изуче-
нию логических свойств операции присоединения следствий по-
священа фундаментальная монография Р. Вуйцицкого [Wόjcicki 
1988]; логико-алгебраические свойства операции С исследуются 
Я. Челаковским [Czelakowski 1992]. 

Связь между операцией С и обычным отношением 
следования � очевидна: A1, A2, ..., An � B тогда и только тогда, 
когда В ∈ С({A1, A2, ..., An}). Тогда, эквивалентно, дедуктивная 
система L (в языке ο) есть пара L = <ο, �>, где � есть отношение 
следования между множествами формул и отдельными 
формулами, выполняющее следующие три условия для всех Г, ƒ ⊆ 
Fm и A, B ∈ Fm: 

(1) A ∈ Г ⇒ Г � A, 
(2) Г � A и Г ⊆ ƒ  ⇒  ƒ � A, 
(3) Г � A и ƒ � B для каждого B ∈ Г  ⇒  ƒ � A, 

Дополнительно, � является финитарным, если 
  (4) Г � A  ⇒ Г' � A для некоторого конечного Г' ⊆ Г, 
и называется структурным, если 
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  (5) Г � A  ⇒  e(Г) � eA 
для каждой подстановки e. 
 Другую конкретизацию оператора замыкания мы рассмотрим 
в следующем разделе на примере функции суперпозиции. Здесь 
только заметим, что процесс конкретизации не является рекурсив-
ной операцией и в каждом случае требует неординарных способ-
ностей, а порой просто выдающегося интеллекта. 

3. Логическое осмысление континуума 
 Самое удивительное, что одновременно с оформлением клас-
сической логики [Frege 1879], с построением на её основе гран-
диозного здания «Principia Mathematica» [Whitehead & Russel 1910-
1913] и с появлением первых метатеорем для двузначной про-
позициональной логики (непротиворечивость, дедуктивная полно-
та, функциональная полнота) [Post 1921], − наряду со всем этим 
проявляется тенденция к критике самих оснований классической 
логики. Это критика закона исключенного третьего p ∨ ¬p Л. Бра-
уэром [Brouwer 1908] и критика закона непротиворечия ¬(p ∧ ¬p), 
начатая в 1910 г. Я. Лукасевичем (см. [Łukasiewicz 1971]) и 
Н. А. Васильевым (см. [Васильев 1989]). В 1912 г. К. И. Льюис 
строит новую теорию логического следования взамен теории мате-
риальной (классической) импликации, изложенной в Principia 
Mathematica. Исходным мотивом Льюиса было избавиться от так 
называемых парадоксов материальной импликации: p ⊃ (q ⊃ p), 
p ⊃ (¬p ⊃ q) и др. В результате вводится новая импликация, 
названная им «строгой» [Lewis 1912]. Особо обратим внимание на 
серьезную критику Лукасевичем в начале 20-х годов принципа 
двузначности (бивалентности) в знаменитой статье «О детерми-
низме» (см. [Лукасевич 1993]). В итоге, соответственно, появля-
ются интуиционистская логика Гейтинга [Heyting 1930], паране-
противоречивые логики (подробно об этом в фундаментальном 
труде [Priest, Routley, Norman (eds.), 1989], модальные логики 
Льюиса [Lewis & Langford 1932], трехзначная логика Лукасевича 
Ł3 [Łukasiewicz 1920] и её конечнозначные обобщения 
[Łukasiewicz 1922/23]. Заметим, что в знаменитой Ł3 (как и во всех 
её обобщениях) не имеют места закон исключенного третьего, 
закон непротиворечия и закон сокращения (p → (p → q)) → (p → 
q) (первая в мире логика без сокращения). 
 То, что эпоха бурного развития классической логики вплоть 
до великих ограничительных теорем К. Гёделя начала 30-х годов 
(см. [Gödel 1986]) совпала с появлением и развитием различных 
неклассических направлений в логике, факт сам по себе примеча-
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тельный. Но долгое время ему не придавали особого значения, 
поскольку классическая первопорядковая логика считалась и в 
основном считается и сейчас образцом математических рассужде-
ний, а всё остальное от лукавого (и даже интуиционистская и кон-
структивная логики, представители которой бросили наиболее 
серьезный вызов классикам), пока У. Куайн [Quine 1970] не ввел 
термин «девиантная» (deviant) логика, т.е. логика альтернативная к 
классической, ставший названием для монографий С. Хаак [Haack 
1974, 1996]. 
 Имеются весьма веские основания для предпочтения клас-
сической двузначной логики высказываний C2 (о логике предика-
тов мы скажем позже) всем остальным. В первую очередь − это 
исключительно простая интерпретация её логических связок 
посредством двузначных таблиц истинности. Сейчас это кажется и 
правда до смешного простым, но сто лет назад это не было даже 
очевидным для Фреге, Рассела и Уайтхеда. Но еще более порази-
тельной (и редкой удачей в науке) оказалась возможность интер-
претации функций алгебры логики C2 посредством контактно-
релейных схем, предложенная независимо друг от друга В. И. Ше-
стаковым в 1935 г. (опубликовано в [Шестаков 1941]), К. Шен-
ноном [Shannon 1938] и в этом же году в целой серии работ 
А. Накасимой. 
 Применимость классической логики в строгих научных рас-
суждениях и особенно применимость ее в компьютерных науках 
оказались настолько плодотворными и впечатляющими, что ряд 
феноменов, проявившихся в логическом универсуме, вообще 
остался без внимания. 

Во-первых, это множественность логик. Сначала появление 
различных классов конечнозначных логик ([Post 1921] и [Łuka-
siewicz 1922/23]) и пяти льюисовских модальных систем S1 − S5 
[Lewis & Langford 1932]1 не навело на особые размышления. Но 

1  Базисная модальная логика K аксиоматизируется посредством добавления к 
C2 аксиомы �(p ⊃ q) ⊃ (�p ⊃ �q), где � есть оператор необходимости. 
Правила вывода: modus ponens (MP), подстановка (Subst) и правило Гёделя 
(RN): из фомулы A следует �A. Эта логика примечательна тем, что в семан-
тике Крипке для модальных логик на отношение достижимости между 
мирами из W не накладывается никаких ограничений. Другими словами, 
множество формул K общезначимо во всех шкалах (frames). Логика K4 есть K 
+ �p ⊃ ��p и характеризуется классом всех транзитивных шкал. Логика S4 
есть K4 + �p ⊃ p и характеризуется классом всех транзитивных и рефлек-
сивных шкал. Наконец, логика S5 есть S4 + p ⊃ �◊p и характеризуется 
отношением эквивалентности на множестве миров W (логика необходимо-
сти). Логика называется квази-нормальной, если она не удовлетворяет пра-
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тогда же К.Гёдель [Gödel 1932] заметил, что существует счётное 
число логик между интуиционистской логикой H и классической 
C2, которые впоследствии получили название суперинтуициони-
стских логик (si-логики). А это уже было событием в логическом 
мире. Исходя из этого факта Т. Умезава в 1955 г. (см. [Umezava 
1959]) начинает изучение целых классов  логик. Параллельно 
С. Скрогс [Scroggs 1951] описывает нормальные расширения 
модальной логики Льюиса S5, а М. Дамметт и Е. Леммон [Dummett 
& Lemmon 1959] рассмотрели логики между S4 и S5 и перевод si-
логик в них.  
 Появляются всё новые логики, каждая из которых представ-
ляет особый интерес, например, цепная логика Дамметта LC2 
[Dummett 1959] или модальная логика Гжегорчика Grz3 [Grze-
gorczyk 1967]. В середине 60-х годов в результате критики «пара-
доксов» строгой импликации Льюиса p → (q → q), (p ∧ ¬p) → q 
(т. е. истина следует из чего угодно и из лжи следует всё, что 
угодно) оформляется релевантное направление в логике во главе с 
системой R4; добавление к R «безобидной» аксиомы p ⊃ (p ⊃ p) 
приводит к логике RM с весьма необычными свойствами (о реле-
вантных логиках см. монографию [Anderson & Belnap 1975]. 
Можно подумать, что идёт «игра в бисер» − конструирование всё 
более экзотических логик, но с хорошими металогическими свой-
ствами. В то же время, поскольку считается, что существует  счет-
ное число логик, то их все можно будет описать и изучить. 

Постепенно сложилось понимание логики в гильбертовском 
духе. Под логикой (пропозициональной) в языке ο понимается 
произвольное множество L ⊆ Fm, которое замкнуто относительно 
правил вывода MP и Subst. Если L конечное множество, то L 
называется исчислением. Анализируя объекты (логики) той же 
самой природы, например из класса si-логик, мы надеемся изучить 
и понять саму природу данного феномена и подняться на новый 
уровень знания. Поэтому открываются различные способы конст-
руирования новых логик из данного класса с заданными свойст-
вами. Так, Т.Хосои [Hosoi 1967] вводит понятие «слоя» (slice) для 
классификации si-логик. В течение долгого времени оставалась 
надежда найти полное описание решетки (см. ниже раздел 5) 

вилу RN. (Модальным логикам посвящена фундаментальная монография 
[Chagrov & Zakharyaschev 1997]). 

2  Получается из интуиционистской логики H посредством добавления закона 
линейности  (p ⇒ q) ∨ (q ⇒ p). Так появилась первая si-логика. 

3  Получается из минимальной модальной логики K посредством добавления 
аксиомы  �(�(p ⊃ �p) ⊃ p) ⊃ p. 

4  Грубо говоря, это H без закона утверждения консеквента p ⊃ (q ⊃ p). 
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модальных и si-логик − тогда можно было бы «обозреть» любую 
логику и даже, может быть, представить их в виде исчисления. 
 Все эти надежды были разрушены открытием В.А.Янковым 
[Янков 1968] континуального класса si-логик (напомним, суперин-
туиционистских логик, по-другому, промежуточных) и обнаруже-
нием способов конструирования модальных и si-логик с весьма 
«нежелательными» свойствами (неразрешимость, неаксиоматизи-
руемость и т. д.). Более того, А.В.Кузнецов доказывает теорему о 
континуальности всякого интервала между H и её собственным 
расширением [Кузнецов 1971]. Имея в виду исходный гёделевский 
перевод H в S4 [Gödel 1933b], можно распространить его и на весь 
класс si-логик. В результате был установлен изоморфизм всех si-
логик в нормальные расширения S4, которых, следовательно, тоже 
континуум [Максимова и Рыбаков 1974]. Более того, имеет место 
континуальность для всякого интервала между модальной логикой 
K4 и её собственным расширением. Впоследствии были обнару-
жены континуальные классы релевантных логик, например, 
В. Дзёбяк [Dziobiak 1983] показал это для промежутка между R и 
RM. Оказалось, что даже одних импликативных si-логик тоже 
континуум (см. [Chagrov & Zakharyaschev 1997, p. 382]). Сущест-
вует континуум предикатных si-логик с равенством, имеющих 
интерполяционное свойство [Максимова 1997] и т. д. Наверное, не 
одному человеку приходила в голову мысль, что если логик даже 
одного класса континуум, а людей (разумных существ) всего 
конечное число и пусть каждый рассуждает по-своему, то что же 
тогда представляет собой Логика как таковая? 

С другой стороны, логическая континуальность проявилась 
уж совершенно неожиданно. В начале 50-х годов для изучения 
функциональных свойств многозначных логик А.В.Кузнецовым 
был введен следующий терминологический аппарат, основанный 
на свойствах оператора замыкания (см. предыдущий раздел). 
Пусть Pn обозначает множество всех n-значных функций; Pn есть 
множество всех функций, соответствующее n-значным логикам 
Поста (n ≥ 2, n ∈ N) [Post 1921], и пусть ℜ ⊆ Pn. Определим на 
множествах функций, содержащихся в Pn, операцию замыкания [ ] 
такую, что [ℜ] означает множество всех суперпозиций функций из 
ℜ. Тогда множество всех функций, которые могут быть получены 
из функций системы ℜ с помощью операции суперпозиции, назы-
вается замыканием  ℜ. Очевидно, что операция [ ] обладает сле-
дующими свойствами: 

(i)  Если ℑ ⊆ ℜ, то [ℑ] ⊆ [ℜ] 
  (ii) ℜ ⊆ [ℜ] 

(iii) [[ℜ]] = [ℜ]. 
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Множество функций ℜ называется замкнутым, если [ℜ] = ℜ. 
 Таким образом, условия (i) − (iii) есть не что иное, как ещё 
один пример конкретизации оператора замыкания C. 
 Заметим, что множество функций ℜ называется функцио-
нально полным, если [ℜ] = Pn. Оказалось, что n-значная (n > 2) 
функционально полная логика образует континуум замкнутых 
классов функций [Янов & Мучник 1959], в то время как в C2 таких 
классов счетное множество. Таким образом, посредством добавле-
ния только одного нового истинностного значения к классической 
логике C2  совершается переход от дискретности к непрерывности 
(!), и это является еще одним феноменом логического универсума. 
Вообще-то говоря, точная природа такого различия между дву-
значной и трехзначной логиками неясна.  

Обратим внимание, что, как и в случае с конкретизацией Тар-
ского, имеем ещё одно понимание логической системы, правда, 
совсем отличное от <ο, С>. Для многих специалистов, связанных с 
вычислительной техникой, инженеров, прикладных математиков и 
физиков гораздо большее значение имеет представление модели 
многозначной логики в виде функциональной системы [Кудрявцев 
1981], обозначаемой (Рn, C), где Рn есть множество всех функций 
n-значной логики (или множество всех функций счетнозначной 
логики Рω) с заданной на нем операцией суперпозиции С. Тогда 
функциональная система (Рn, C) зачастую отождествляется с 
самой многозначной логикой и предстает в виде алгебры функций. 

Стоит отметить, что уровень конкретизации Кузнецова на 
порядок выше предыдущего, что ничуть не умаляет значимости 
введения оператора присоединения следствий Тарским, с чем нам 
еще придется не раз столкнуться, и непосредственно в следующем 
разделе. 

В итоге, критика «основных» законов и принципов классиче-
ской логики привела к феномену логической континуальности, 
выраженному как в континуальности самих классов логических 
систем, так и в наличии континуальности замкнутых классов 
логических функций. Отсюда возникает вопрос, является ли логи-
ческое мышление человека дискретным или континуальным? 
Ответ на этот вопрос также зависит от того, что мы понимаем под 
логикой или логической системой. И в рамках одной ли логиче-
ской системы мыслит человек? 

4. Расширение классической логики  
как следствие её ограничения (переводы и погружения)  
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 Если изучение функциональных свойств (замкнутые классы, 
полнота, предполнота, базисы и т.д.) является прерогативой спе-
циалистов в области дискретной математики, инженеров, про-
граммистов, физиков, то изучение логики как объекта в виде 
исчисления относится к сфере «чистой» логики. Именно здесь 
самым удивительным образом проявился феномен, обозначенный 
в заглавии этого раздела. 
 Указанная в предыдущем разделе критика законов и основ 
классической логики носила бескомпромиссный характер в своей 
тенденции ограничить сферу последней, но никто из перечислен-
ных авторов не мог даже предположить, что на самом деле неяв-
ным образом происходит процесс расширения средств и аппарата 
классической логики C2. Из результата В. Гливенко [Glivenko 
1929] о погружении C2 в H следует, что интуиционистская логика 
даже «богаче» C2. Более того, Гёдель показал [Gödel 1933a], что 
классические законы, включающие только отрицание, 
конъюнкцию и квантор всеобщности, являются 
интуиционистскими законами. Поскольку импликация, 
дизъюнкция и квантор существования определяются через 
указанные «интуиционистские» логические связки, то можно 
строго утверждать, что классическая логика предикатов есть 
подсистема интуиционистской, а значит, вторая есть расширение 
первой. Гёделем был также предложен метод аксиоматизации 
льюисовских модальных систем как расширение C2 [Gödel 1933b]. 
Оказалось, что n-значные логики (в том числе и предикатные) 
аксиоматизируются подобным образом [Аншаков & Рычков 1982, 
1984.], [Anshakov & Rychkov 1994]. Одним из самых первых 
примеров в этой области является аксиоматизация в 1971 г. трех-
значной логики бессмысленности Д. А. Бочвара B3 (см. [Финн 
1974]), которая, заметим, по своим функциональным свойствам 
слабее Ł3, в то время как Ł3 не является функционально полной. 
Уже в 1938 г. Д. А. Бочвар при построении B3 выделяет её трех-
значный фрагмент, изоморфный C2, т. е. этот фрагмент верифици-
рует всю классическую пропозициональную логику [Бочвар 1938]. 
Уже отсюда следует, что B3 можно строить на основе C2

5. 

5  Оказалось, что трехзначная логика Поста P3, которая является функционально 
полной, содержит 65 нормальных трехзначных изоморфов C2 и только два из 
них с одним выделенным значением. Этот результат был получен с помощью 
компьютерной программы [Комендантский 2000]. Логическая n-значная 
матрица называется нормальной, если ограничение операций на классическое 
множество истинностных значений {0, 1} суть обычные классические 
операции отрицания, дизъюнкции, конъюнкции и импликации. Поскольку 
затронута тема многозначных логик, обратим внимание на то исключительное 
развитие, которое они получили к концу ХХ века. В какой-то степени об этом 
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Отметим также, что и релевантная логика R может быть построена 
на основе C2 [Meyer 1974] (отрицание де Моргана заменяется на 
булево отрицание). 
 Феномен этот, конечно, несколько неожидан и требует своего 
философского, логического и алгебраического (на самом деле 
категорного) осмысления. Как и в предыдущем случае, мы имеем 
дело с расширением логического универсума. Расширение класси-
ческой логики за счет введения не-булевых операций в первую 
очередь означает нарушение истинностно-функционального 
характера последней. Необычайный прогресс в хранении и, глав-
ное, в обработке информации на основе булевой (классической) 
логики имеет не только свои естественные физические пределы. 
Homo-логический универсум не явлется счётным, а процессы, в 
нем происходящие, не являются истинностно-функциональными. 
Всё, что можно извлечь из предельного огрубления человеческой 
логики, впервые представленного работами Шеннона, Шестакова 
и Накасимы (а это было не что иное, как одна из конкретизаций 
булевого универсума), как раз извлекает происходящая сейчас 
компьютерная революция. Но в конечном итоге эта конкретизация 
тупиковая для создания искусственного интеллекта хоть мало-
мальски соответствующего человеческому. Обозначилась явная 
тенденция к разработке новой логики, которая по своим вырази-
тельным средствам намного богаче классической. Этим объясня-
ется пристальное внимание специалистов к многозначным (беско-
нечнозначным) и нечеткозначным логикам (которые контину-
альны) в работах по искусственному интеллекту (см. в трудах 
International Symposium on Multiple-Valued Logic) и в других рабо-
тах6. То, что вначале это выразилось различными внешними огра-

говорит публикация следующих пяти монографий: [Bołc & Borowik 1992, 
1998], [Malinowski 1993], [Карпенко 1997]. [Cignoli, D'Ottaviano, Mundici 
2000]. Однако только в [Карпенко 1997] имеется специальный раздел, 
посвященный функциональным свойствам многозначных логик. Применению 
многозначных логик в компьютерных науках посвящена монография 
Г.Эпштейна [Epstein 1993]. Наконец, обратим внимание, что начиная с 1971 г. 
проводятся International Symposium on Multiple-Valued Logic, работы 
которого в основном носят прикладной характер. В [Butler & Butler 1992] да-
ется обзор и анализ работы первых 21 симпозиумов и приводятся различные 
статистические данные, разработана также база данных статей, авторов и тем.  

6  Обратим внимание, что к концу 70-х годов под руководством В.К.Финна 
[Финн 1976] образовалась группа исследователей, которая существенно про-
двинулась в формализации средствами многозначных логик и теории преди-
катов с кванторами по конечным множествам ДСМ-метода правдоподобных 
рассуждений и ДСМ-метода автоматического порождения гипотез. Название 
«ДСМ-метод» образовано от инициалов Джона Стюарта Милля. Сейчас это 
целое направление в логике искусственного интеллекта. См. [Финн 1988], 
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ничениями C2, было только сигналом (непонятым) того, что потре-
буется более глубокая ревизия логики и, главное, её характера и 
статуса. Но для этого, как сейчас выяснилось, нужно все-таки 
определиться в понимании того, что такое логическая система? В 
последующих разделах мы рассмотрим этот вопрос. 
 Погружение или перевод (embedding или translation) одной 
логической системы в другую (первым примером которого явля-
ется теорема Гливенко) к концу нашего века становится темой 
тщательного исследования. Самое общее понятие перевода 
состоит в следующем: cистема S переводима в S', если существует 
функция (возможно, но не необходимо отображение) между двумя 
универсумами рассуждений, которая сохраняет (по крайней мере, 
в одну сторону) отношение дедуцируемости. Первая работа, в 
которой дано общее определение перевода, принадлежит 
Д.Правицу и П. Мамносу [Prawitz & Malmnäs 1968]. Отдельные 
главы, посвященные этой проблеме, появляются в книгах 
В.А.Смирнова [Смирнов 1987], Р.Вуйцицкого [Wójcicki 1988] и 
Р.Эпштейна [Epstein 1990]. О том, что мы имеем дело с 
важнейшей тенденцией в развитии современной логики, 
свидетельствует манифест: «Переводы между логическими 
системами» [Carnielli & D'Ottaviano 1997]7. 
 Здесь под логической системой понимается уже хорошо из-
вестная нам дедуктивная система в смысле Тарского (берутся 
первые три пункта определения; см. выше раздел 1). В общем 
случае под логикой δ понимается пара <A, CA>, где А есть 
множество, назывемое областью (domain) или универсумом A, и 
CA есть оператор (замыкания) присоединения следствий. Тогда 
переводы между логическими системами характеризуются как 
отображения, которые сохраняют операцию присоединения след-
ствий, т. е. как непрерывные функции между множествами: 
 Переводом (из) логики δ = <A, CA> в логику ε = <B, CB> 
является отображение f: A → B такое, что для любого X ⊆ A 
  f (СA(X)) ⊆ А(СB(X)). 
f называется также непрерывным отображением. 
 Если f есть перевод, то очевидно, что для любой формулы 
пропозиционального языка α ∈ СA(X) следует, что f(α) ∈ СB(f(X)), 
но обратное не имеет места. В частности, если �A и �B являются 

[Anshakov, Finn, Skvortsov 1989], [Аншаков, Скворцов, Финн 1993], [Аншаков 
2000]. 

7  Нельзя не отметить поразительный результат В.М.Попова о погружении 
классической логики предикатов в свой экзистенциальный импликативный 
фрагмент, доложенный на научно-исследовательском семинаре Логического 
центра Института философии РАН (12 марта 200 г.). 
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синтаксическим отношением следования в логиках δ и ε, соот-
ветственно, то f является переводом тогда и только тогда, когда 

X �A  ϕ  ⇒  f(X) �B  f(ϕ). 
 Конечно, могут рассматриваться различные ограничения, как 
на само понятие логики, так и на отображение f. Обычно в литера-
туре при определении перевода между логиками требуется также, 
чтобы имело место и обратное, т.е. 
  X �A  ϕ  ⇔  f(X) �B  f(ϕ). 
В этом случае перевод называется консервативным переводом 
[Carnielli & D'Ottaviano 1997, p.72]. 
 Исследование переводов логических систем обеспечивает: 
новые семантики для неклассических логик, сводит метаматемати-
ческие и металогические свойства одной системы к другой, чтобы 
получить нужные результаты, позволяет точно выявить смысл 
дуальности между логиками (в первую очередь это относится к 
интуиционистской логике), проясняет и выявляет взаимоотноше-
ния между совершенно различными логическими системами8. 

5. Решетки теорий и логик 
Имеется два стандартных (эквивалентных) определения поня-

тия решетки. В первом случае выделяется специальный класс час-
тично-упорядоченного множества <L; ≤ >, и преимущество здесь 
чисто геометрическое (см. ниже); во втором случае решетка < L; ≤ 
> характеризуется как алгебра < L; ∨, ∧ >, т. е. как множество с 
заданными на нем операциями. В этом случае частичный порядок 
≤ вводится так: x ≤ y означает х ∧ у = х. 

Непустое множество L с двумя бинарными операциями ∨ 
(дизъюнкция) и ∧ (конъюнкция) на L называется решеткой, если L 
удовлетворяет следующим тождествам [Гретцер 1982]: 
  I.    (a)  x∨x = x 

      (b)  x∧x = x                  (идемпотентность) 
  II.   (a)  x∨y = y∨x 
        (b)  x∧y = y∧x              (коммутативность) 

 III.   (a)  x∨(y∨z) = (x∨y)∨z 
   (b)  x∧(y∧z) = (x∧y)∧z    (ассоциативность) 
  IV.   (a)  x∨(x∧y) = x 

8  Заметим, что обнаружение 65 нормальных трехзначных изоморфов C2 озна-
чает не что иное, как существование 65 функций перевода (погружения) f 
логики C2 в P3; из них только две переводят C2 в B3.  
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   (b)  x∧(x∨y) = x              (поглощение). 
Решетка L называется дистрибутивной, если выполняются 

законы дистрибутивности: 
  V.    (a)  x∨(y∧z) = (x∨y)∧(x∨z) 
   (b)  x∧(y∨z) = (x∧y)∨(x∧z). 

Решетка L c двумя нульарными операциями 0 и 1 называется 
ограниченной, если: 
  IХ.   (a)  x ∨ 0 = x 
   (b)  x ∧ 1 = x 
  Х.    (a)  x ∨ 1 = 1 
   (b)  x ∧ 0 = 0. 

Ограниченные решетки обычно называются алгебрами. 
В ограниченной решетке L элемент у называется дополнением х, 
если х ∧ у = 0 и х ∨ у = 1. В этом случае элемент у обозначают ∼х. 
Булевой алгеброй называется дистрибутивная решетка с дополне-
ниями. Имеется большое число различных (эквивалентных) 
систем тождеств, определяющих класс булевых алгебр. 

Например, алгебра <L, ∨, ∧, ∼, 0, 1> называется булевой 
алгеброй, если <L, ∨, ∧, 0, 1> есть ограниченная дистрибутивная 
решетка и выполняются следующие два тождества: 
  (В1).  x ∨ ∼x = 1 
  (В2).  x ∧ ∼x = 0. 

Особое место в исследовании различных логик занимают 
алгебры (решетки) Гейтинга 9. Пусть х, у ∈ L. Элемент z ∈ L 
называется псевдодополнением элемента х относительно у, если z 
− наибольший элемент со свойством х ∩ z ≤ y. Тогда <L, ∨, ∧, ⇒, 
0, 1> есть алгебра Гейтинга, если < L, ∨, ∧, 0, 1 > есть ограничен-
ная дистрибутивная решетка и для бинарной операции ⇒ выпол-
няются следующие три тождества [Эсакиа 1985, с. 23]: 
  (Н1).  x∧(x⇒y) = x∧y 
  (Н2).  x∧(y⇒z) = x∧(x∧y ⇒ x∧z). 

(Н3).  (x∧y⇒x) ∧ z = z. 
Сразу отметим, что рассмотрение различных множеств логи-

ческих систем в виде определенной структуры (решеточной, псев-
добулевой, булевой и т. д.) будет занимать все более значительное 
место в логических исследованиях и явится одним из главных 
феноменов развития логики во второй половине ХХ века. 

9  Алгебры Гейтинга изучаются под названием псевдобулевых алгебр в [Расёва 
& Сикорский 1972]. 
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 Пусть S есть множество всех предложений языка ο и пусть 
Th(C) есть семейство теорий C (см. раздел 2). Уже Тарский заме-
тил [Tarski 1930а], что Th(C) относительно теоретико-множе-
ственного включения образует брауэрову алгебру, т.е. алгебру 
дуальную к алгебре Гейтинга, с S в качестве её наибольшего 
элемента и с C(∅) в качестве её наименьшего элемента. 

Итак, впервые было установлено, что само множество логиче-
ских систем (в данном случае, дедуктивных систем в смысле Тар-
ского) образует некоторую конструкцию. 

В свою очередь, класс конечно-аксиоматизируемых теорий 
образует булеву решетку [Смирнов 1987, с. 34]. 

Интересное развитие результатов Тарского в этой области 
принадлежит В. Дзику [Dzik 1982], который, в частности, показал, 
что содержание решетки всех теорий классической пропозицио-
нальной логики равно множеству интуиционистских теорем. 

Обратим внимание на тот факт, что свойства оператора замы-
кания C индуцируют решетку замкнутых множеств с соответст-
вующими свойствами, которую будем обозначать посредством Lc. 
Тогда, если оператор замыкания финитарный, т.е. выполняются 
условия (1) − (С), то получаем алгебраическую решетку10 замкну-
тых множеств. Понятие алгебраической решетки используется 
ниже в этом разделе. 

В последнее время особое внимание привлекает проблема 
интерпретируемости теорий в смысле Дж. Мак-Кинси и 
А. Тарского [McKinsey & McKinsey 1948], доказавших, что 
система интуиционистских теорем интерпретируема в модальной 
системе Льюиса S4. Понятие интерпретируемости часто 
используется в современной логике. Классическими 
применениями являются доказательство относительной 
непротиворичевости, результаты разрешимости и неразрешимости 
теорий. Вопрос об интерпретируемости теорий рассмотрен в 
обстоятельной работе [Mycielski, Pudlák, Stern 1990]11. Под 
теорией (математической) здесь понимается то, что может быть 
формализовано средствами первопорядковой логики. При этом 
желательно было бы выделить классы теорий, которые совместно 
интерпретируемы одна в другой, поскольку понятно, что теории 

10  Полная решетка называется алгебраической, если любой её элемент является 
решеточным объединением ξ компактных элементов. Пусть L − полная 
решетка и a ∈ L. Элемент a называется компактным, если для любого под-
множества X ⊆ L из a ≤ ξX следует a ≤ ξX1 для некоторого конечного под-
множества X1 ⊆ X. Заметим, что компактные элементы в Lc есть в точности 
замкнутые множества С(Х), где Х является конечным подмножеством А. 

11  Исходной работой здесь является статья Я.Мыцельского [Mycielski 1977]. 
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зависят от выбора языка и исходных понятий. Последнее приводит 
к конструкции весьма абстрактных объектов, а именно классов 
эквивалентности первопорядковых теорий. Имеются различные 
отношения эквивалентности на множестве теорий (см., например, 
понятие дефинициальной эквивалентности [Смирнов 1987, с. 56]). 
Мыцельский и др. изучают одно из наиболее абстрактных 
отношений эквивалентности, названное локальной 
интерпретируемостью12, а сами классы эквивалентности названы 
главами (chapters) математики. 

Чтобы избежать тривиальных исключений, рассматриваются 
только непротиворечивые теории T, с моделями, имеющими более 
одного элемента. T1 является локально интерпретируемой в 
теории T2 если для каждой теоремы δ ∈ T1 существует 
интерпретация I такая, что δI ∈ T2. Интерпретация может иметь 
параметры, переменные могут переводиться как n-ки переменных 
(в этом случае говорят о n-мерной интерпретации). Будем 
говорить, что теории T1 и T2 имеют одну и ту же главу (т.е. 
попадают в один и тот же класс эквивалентности), если T1 
является локально интерпретируемой в теории T2, и наоборот. 

Собрание всех глав не является собственным классом и имеет 
мощность континуума 02ℵ . Локальная интерпретируемость инду-
цирует частичный порядок на множестве глав. Этот порядок 
таков, что образует дистрибутивную алгебраическую решетку, 
названную авторами LC (the lattice of chapters). 

Обратим внимание, что на самом деле локальную интерпре-
тируемость эквивалентным образом можно задать в терминах 
алгебраического оператора замыкания [Mycielski, Pudlák, Stern 
1990, p. 11-12]. 

Большой интерес представляет изучение алгебраических 
свойств решетки LC, в особенности, если иметь в виду инвариант-
ность глав теории T относительно языка, в котором T выражена. 
Отметим некоторые свойства: конечно-аксиоматизируемые теории 
соответствуют компактным элементам в LC; множество компакт-
ных глав и множество глав, содержащих рекурсивно перечисли-
мые теории, являются подрешетками LC; эквациональные главы 
образуют алгебраическую решетку мощности 02ℵ , но она недист-
рибутивна и даже немодулярна, и т. д. 

Кроме теорий, понимаемых как множества предложений, т.е. 
формул без вхождений свободных переменных, и замкнутых отно-

12  Обычная интерпретируемость определяется авторами следующим образом: 
для теории T1 в языке ο1 и теории T2 в языке ο2 говорят, что I есть интерпре-
тация T1 в T2 тогда и только тогда, когда {δI : δ ∈ T1} ⊆ T2. 

22 

                                                           



сительно тех или иных операций, особый интерес представляет 
изучение классов логик, замкнутых относительно 
соответствующих правил вывода, в первую очередь modus ponens 
(MP) и подстановки (Subst), и каждый из которых является 
непротиворечивым расширением какой-либо исходной (базисной) 
логики. При этом желательно представить такие классы логик в 
виде хорошо известной конструкции. 

Первым подобным примером явилось изучение множества 
всех суперинтуиционистских логик (si-логик), мощность которого 

02ℵ (см. выше раздел 3). Был получен следующий результат: 
множество всех si-логик, упорядоченное отношением включения, 
образует алгебру Гейтинга [Hosoi 1969]. Поскольку континуум 
описать нельзя, то представляет интерес изучение различных под-
классов si-логик (см. [Кузнецов 1975], [Rautenberg 1979], [Gabbay 
1981], [Chagrov & Zakharyaschev 1997]). Одной из наиболее попу-
лярных тем является исследование классов семантик, для которых 
различные si-логики полны. 

Изучение решетки одного класса логик может оказаться 
полезным для другого класса логик. В связи с этим обратим вни-
мание на поразительный результат, полученный одновременно и 
независимо друг от друга в 1976 г. В. Блоком [Blok 1976] и 
Л. Эсакиа (см. [Эсакиа 1979]), установившими изоморфизм между 
решеткой всех si-логик и всех нормальных расширений логики 
Гжегорчика Grz. Решетки модальных логик изучались также в 
[Максимова & Рыбаков 1974], [Blok 1980] и т.д. 

Еще А. Роуз [Rose 1953] показал, что мощность множества 
всех собственных расширений бесконечнозначной логики Лукасе-
вича Łω, т.е. мощность множества всех логик между Łω и C2, 
является счетной. Элементы этого множества будем называть sł-
логиками. Р. Григолия [Григолия 1976] установил, что множество 
всех sł-логик образует алгебру Гейтинга. См. также [Komori 1981] 
и [Beavers 1993]. 

Конечно, возникает вопрос, почему решетка теорий является 
брауэровой? Природа этого феномена скорее всего заключается в 
природе операции присоединения следствий (замыкания), исполь-
зуемой Тарским при определении логики. Эта операция является 
топологическим замыканием, а логики  − замкнутые множества, в 
том числе si-логики и sł-логики. Остается вспомнить связь топобу-
левых алгебр, псевдобулевых алгебр (алгебр Гейтинга) и брауэро-
вых алгебр: так, всякая псевдобулева (брауэрова) алгебра является 
алгеброй открытых (замкнутых) элементов подходящей топобуле-
вой алгебры; во всякой топобулевой алгебре совокупность откры-
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тых (замкнутых) элементов образует псевдобулеву (брауэрову) 
алгебру. 
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6. Решетки исчислений и другие конструкции  
 Выше рассматривались решетки однотипных логик, например 
класс логик без закона исключенного третьего (si-логики), или 
класс логик без закона сокращения (sł-логики), или определенный 
класс нормальных модальных логик. А нельзя ли построить такую 
конструкцию, в которой по крайней мере основные логические 
системы являются «равноправными» элементами? С другой сто-
роны, если исходить из каких-то естественных предпосылок при 
построении искомой конструкции, то она и должна определить эти 
основные логические системы. 
 Пусть мир наполнен объектами, которые обозначим терми-
нами x, y, z, ... Всё, что можно с ними делать, это переставлять 
местами, брать в скобки, сокращать и/или воспроизводить тер-
мины, т.е. выполнять следующие операции: 
  I x = x.    W xy = xyy, 
  B xyz = x(yz),   K xy = x, 
  C xyz = xzy,   S xyz = xz(yz) 
для произвольных терминов x, y, z. Наши обозначения для опера-
ций есть не что иное, как базисные комбинаторы I, B, C, W, K и 
S, впервые введенные М. Шёнфинкелем [Schönfinkel 1924], а затем 
Х. Карри (см. [Curry & Feys 1958])13. Из исходных комбинаторов 
получают другие комбинаторы, например B´ xyz = x(zy) (=CB). 
Следующие исходные множества комбинаторов {B, C, W, K}, {B´, 
W, K}, и {S, K} являются эквивалентными и для последнего (а 
значит и для остальных) доказана теорема о комбинаторной пол-
ноте, т.е. все другие возможные комбинаторы можно построить из 
исходных [там же, p.189; см. также: Энгелер 1987, с. 96-97]. Обра-
тим внимание, что множество базисных комбинаторов с 
операцией аппликации образует структуру моноида14. Открытие 
принадлежит Х. Карри, а первая работа А. Чёрчу [Church 1937; см. 
также: Böhm & Dezani-Ciancaglini 1989]. Такие моноиды еще 
называют C-моноидами. 

Оказалось, что между комбинаторами и импликативными 
формулами существует однозначное соответствие [там же, ch.9E]. 

13  Заметим, что Шёнфинкель и Карри исходили из других соображений при 
введении комбинаторов. 

14  Моноидом называется упорядоченная тройка π = <M, &, e>, где 
(i)   M  − некоторое множество; 
(ii)  & − бинарная операция на M, которая ассоциативна, т.е. (x & y) &z =  
            x& (y & z) для любых x, y, z ∈ M; 
(iii) e − элемент множества M, называемый единицей моноида, для  
             которого e & x = x & e при всех x ∈ M. 
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Главным результатом этого соответствия является следующий 
важный факт: полное множество исходных комбинаторов опреде-
ляет собой импликативный фрагмент H→ интуиционистской про-
позициональной логики H [там же, p.315]. 

В силу указанного соответствия (оно еще называется изомор-
физмом Карри-Ховарда) теперь в качестве элементарных (логиче-
ских) объектов, из которых будет строиться логическая конструк-
ция, возьмем следующие импликативные формулы: 

 I.    (p → p)   (тождественность) 
 B. (q → r) → ((p → q) → (p → r))   (слабая транзитив-

ность) 
 C.   (p → (q → r)) → (q → (p → r))   (перестановка) 
 W.  (р→ (p → q)) → (p → q)             (сокращение) 
 K.   p → (q → p)                                (ослабление). 

А в качестве операций над нашими объектами будут следующие 
два логические правила вывода: modus ponens (MP) и подстановка 
(Subst). 

Основным требованием к нашим элементарным объектам, т.е. 
к импликативным формулам, будет требование их независимости 
друг от друга [Чёрч 1960, § 19]. Легко показать, что формула I не 
является независимой в приведенном выше исходном множестве 
объектов, поскольку она доказуема из C, K или W, K. Поэтому 
ослабим формулу K посредством K1: 
  K1. (p → q) → ((r → (p →q). 
Утверждение 1 . Множество формул I, B, C, W, K1  является 
независимой аксиоматизацией H→ [Карпенко 1997а, с. 112]. 
 Теперь, в силу доказательства независимости элементов 
множества {I, B, C, W, K1}, мы можем перейти к построению 
того, что будем называть логической конструкцией. Рассмотрим 
семейство всех подмножеств этого множества. Как известно, 
семейство всех подмножеств некоторого множества образует 
булеву решетку, упорядоченную отношением включения. В нашем 
случае булева решетка имеет 32 (=25) элементов с H→ в качестве 
единицы. Остальные вершины решетки представляют собой под-
логики H→. Построенную конструкцию обозначим посредством 
L(H→). 
 Пусть TV→ обозначает импликативный фрагмент классиче-
ской пропозициональной логики C2. Тогда возникает следующая 
нетривиальная проблема, впервые поставленная автором этой ста-
тьи в 1992 г.: существует ли независимая аксиоматизация TV→ 
формулами I, B, C, W, K1 и Х? Поскольку для формулы Х в силу 
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изоморфизма Карри–Ховарда не существует соответствующего 
комбинатора, то мы с необходимостью должны выйти за пределы 
«интуиционистского универсума» объектов, обозначенных терми-
нами x, y, z, ... Как оказалось, существуют различные кандидаты 
на место мета-формулы Х (в отличие от объектных формулах I, B, 
C, W, K1), например, 
 Х4. (p→p)→((((p→q)→q)→p)→r)→(((((q→p)→p)→q)→r)→r). 
Утверждение 2 . Множество формул I, B, C, W, K1, X4 является 
независимой аксиоматизацией TV→ [Карпенко 1997а, с. 120]. 
 В результате получаем конструкцию L(TV→): 
 

 TV→  
   
  

 
 

H→ RM→ Łω→ 
   
  

 
 

R→ BCK BCIX4 
  

 
 

   
 BCI  

Две импликативные логики из этой конструкции заслуживают 
особого разъяснения. RM→ есть импликативный фрагмент логики 
RM, которая получается за счёт добавления к релевантной логике 
R формулы p → (p → p) (см. [Anderson & Belnap 1975]). Łω→ есть 
импликативный фрагмент бесконечнозначной логики Лукасевича 
Łω [Łukasiewicz 1929]. В нашей аксиоматизации Łω→ есть 
IBCK1X4 = BCKX3 [Karpenko & Popov 1997], где X3 есть X4 без 
антецедента (p → p). 

Обратим внимание, что конструкция L(TV→) является макси-
мальной в том смысле, что между RM→ и TV→ нет промежуточ-
ных логик [Avron 1984]15. В силу этого можно считать что данная 
конструкция L(TV→) содержит фундаментальные (базисные) 
импликативные логики. 

15  В [Карпенко 1999а] построена также булева решетка импликативных логик с 
TV→ в качестве единицы, включающая в себя такие подлогики как E→, S4→ и 
S5→. 
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 Теперь рассмотрим конструкцию полной (full) классической 
пропозициональной логики L(TV). 
 Из работы М. Вайсберга [Wajsberg 1937, §5] следует, что 
добавление формулы 0 → р (где 0 является константой, интерпре-
тируемой как ложь) к произвольной TV→ дает TV. Обозначим 
формулу 0 → р посредством N. 
Утверждение 3 . Множество формул I, B, C, W, K, X4, N  явля-
ется независимой аксиоматизацией TV. 

Обратим внимание, что BCKX4N есть полная (full) Łω (см. 
[Turqette 1963]). Таким образом, в максимальной конструкции 
L(TV→) только две импликативные логики с 0 имеют решеточную 
структуру, определяемую естественным путем. Это является след-
ствием того, что в импликативных фрагментах данных логик 
имеет место полином  

 p ∨ q = (p → q) → q16. 
 Из построения нашей конструкции следует, что две логики 
занимают особое положение: это классическая пропозициональная 
логика и бесконечнозначная логика Лукасевича Łω (о последней 
см. в [Карпенко 1997, гл.6]). Заметим, что изучение алгебраиче-
ских свойств последней стало отдельным направлением в алгеб-
раической логике (см. [Mundici 1986]; о самой логике Łω см. в 
[Карпенко 1997, гл.6]). 

Наконец, выделим два основных принципа порождения 
новых пропозициональных логик и целых их классов: 

1. В каждом случае нахождение нового Xi определяет раз-
личные подлогики из множества {I, B, C, W, K1, Xi, N}; 

2. Применение операции подстановки порождает целые 
классы (бесконечные) подлогик в TV→ (и других) конструкциях. 

В сущности мы имеем дело с классификацией логических 
исчислений посредством построения различных конструкций в 
виде конечных булевых решеток [Карпенко 1997a; Karpenko 2000]. 

Подводя итог, можно сказать, что рассмотренные конструк-
ции в виде решеток пропозициональных логик хорошо показы-
вают взаимоотношения между различными логиками, пути их 
расширения и то, какое место они занимают по отношению к клас-
сической двузначной логике TV. Но и сама конструкция L(TV) 
есть модель для TV, причем довольно-таки сложной природы, 
которая содержит в себе, например, специальным образом упоря-
доченные топологические пространства, соответствующие алгеб-

16  См. работу об импликативных алгебрах, в которых имеет место данный 
полином [Torrens 1988]. 
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рам для Łω [Martinez 1990]. Булева решетка различных подлогик 
подводит к мысли о том, что логическое пространство является 
весьма неоднородным. Вопрос о какой-то выделенной логике, 
свойственной человеческому разуму, вообще нельзя ставить. В 
каком-то смысле в одном из приближений конструкция L(TV) и 
есть логика. 

Конечно, остается проблема построения такой конструкции 
L(TV), элементами которой являются полные (full) логики, как это 
получилось для Łω. Оказывается, «подобные» конструкции име-
ются, но не в виде конечной булевой решетки, а в виде обыкновен-
ного куба с вершиной TV. Разница в том, что вопрос о независи-
мости исчисления, являющегося одной из вершин куба, вообще не 
ставится. По-видимому, первая такая конструкция была представ-
лена в [Ono 1990], где в качестве исходного исчисления берется 
так называемое полное исчисление Ламбека FL (грубо говоря, это 
интуиционистская логика без структурных правил). Кроме комби-
нирования FL со структурными правилами, соответствующих 
формулам C, W и K, к некоторым логикам добавляется еще закон 
снятия двойного отрицания ¬¬p → p. В чистом виде куб логиче-
ских исчислений с вершиной TV представлен [Battilotti & Sambin 
2000], где строится секвенциальное исчисление базисной (basic) 
логики B. Комбинирование последней осуществляется с тремя 
независимыми свойствами C, D и S, где C есть аксиомы (правила) 
для двойного отрицания, D состоит из обычных свойств имплика-
ции, удовлетворяющих теореме дедукции, и S есть структурные 
правила, соответствующие формулам W и K, плюс идентификация 
двух констант, выражающих ложь. Заметим, что логика B 
подобрана таким образом, что BD есть интуиционистская линей-
ная логика (без экспоненциалов), а BCS является ортологикой. 

Поскольку построение данного куба выглядит довольно-таки 
искусственно, то о едином «логическом пространстве» не может 
быть и речи. Это является следствием того, что независимость 
аксиом и независимость свойств − совершенно разные принципы 
для построения логических конструкций. Отметим, что в первом 
случае неожиданно проявились преимущества гильбертовских 
исчислений. 
 Имеются и другие конструкции логик в виде кубов. Весьма 
примечательным (учитывая связь λ-абстракции, введенной 
А. Чёрчем, с комбинаторами) является λ-куб, который состоит из 8 
типовых систем лямбда исчислений. При этом каждое ребро куба 
представляет отношения включения [Howard 1980]. 
 Таким образом, логика из науки о правильных рассуждениях 
постепенно превращается в науку о классах логических систем, а 
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на самом деле в науку о логических конструкциях. О том, что это 
так, − в следующих разделах. 

7. Конструкции под названием «категория» и «топос» 
 Более 50 лет назад усилиями С. Мак-Лэйна и С. Эйленберга 
была создана теория категорий, одна из наиболее важных мате-
матических теорий нашего века [Eilenberg & Maclane 1945]. Новая 
теория позволила обнаружить совсем неожиданные и удивитель-
ные взаимоотношения внутри различных разделов математики и, 
самое главное, под влиянием идей В. Ловера выступила мощным 
средством для разработки новых оснований математики (см. его 
последнюю работу с весьма примечательным названием «Концеп-
туальная математика» [Lawvere & Schanuel 1997]). 
 Во всем этом наблюдается некоторая негативная реакция на 
теорию множеств («основу всех основ»). Теперь в явном виде по-
стулируется, что наши исходные элементы 
«структурализованы»17, а сама конструкция теории множеств 
должна быть более гибкой. 
 Итак, «мир» наполнен не элементами, по некоторым свойст-
вам которых образуются множества этих элементов, а катего-
риями с образующими их свойствами, которые, конечно, могут 
быть различными. 
 Стандартное определение категории φ [Lawvere & Schanuel 
1997] включает в себя: 
 (1) Объекты   A,B,C,… 
 (2) Отображения (морфизмы, стрелки и т.д.): f, g, h,… 
 (3) Чтобы указать, что f есть отображение, мы пишем 

BA f→ (или f: A → B) и говорим, что «f есть отображение из A 
в B». 
 (4) Для каждого объекта A имеет место тождественное 
отображение, которое обозначаем тождеством 1A, так что 

AA A→1 есть одно из отображений из A в A. 

17  Тема структурализации логических и математических объектов заслуживает 
специального рассмотрения. Следствием ситуационной семантики явилась 
потребность рассматривать объекты теории как структурированные, в кото-
рые могут входить другие объекты как их компоненты [Hartonas 1997]. След-
ствием семантик для неклассических логик, в первую очередь многозначных, 
стала структурализация истинностных значений (см. гл. 10 в [Карпенко 
1997]). О структурализации «возможных миров» см. там же (сноска 3 в гл. 9). 
Отметим также, что одним из следствий примечательной связи между функ-
циональными свойствами конечнозначных логик Лукасевича и простыми 
числами, открытой В.К.Финном в 1970 г. (см. [Бочвар & Финн 1972]), явля-
ется структурализация самих простых чисел в виде корневых деревьев (см. гл. 
12 в [Карпенко 1997], а также [Karpenko 1989]). 
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 (5) Для каждой пары отображений 
  CBA gf →→  
композиция отображения 
  CA fзаследуетg  → (мы обозначаем это отображение 

посредством g 1f) 
удовлетворяет следующим правилам 

(i)  ЗАКОНЫ ИДЕНТИЧНОСТИ: если BA f→ , 
    то 1B 1f = f и f 11A = f. 

 (ii) ЗАКОН АССОЦИАТИВНОСТИ: 
       если DCBA hgf →→→ , 
      то (h 1g) 1f) = h 1(g 1f). 
Закон ассоциативности позволяет нам не обращать внимания на 
расстановку скобок. 
 Очень многие и хорошо известные нам конструкции 
обладают свойством быть категорией.  
Например, 
 Категория  Объекты  Стрелки 
 Set   все множества  все функции между 
        множествами 
 Top   все топологии  непрерывные функции 
        между топологическими 
        пространствами 
 Mon   моноиды18  гомоморфизмы моноидов 
 Pos  частично упорядочен- 
   ные множества  монотонные функции 
Последняя категория играет центральную роль в построении 
топосов. 

Как подчеркивает П. Т. Джонстон, одной из принципиаль-
ных особенностей теории категорий является то, что она прини-
мает «морфизм» как первичное понятие на одном уровне с поня-
тием «объект» [Джонстон 1986, с. 16].  
 Как и в случае с операцией замыкания определение понятия 
категория слишком общее, поэтому накладываются различные 
ограничения. Важным понятием в теории категорий является про-
изведение объектов. Произведением двух объектов a и b в катего-
рии φ есть объект c из φ вместе с двумя морфизмами (отображе-
ниями), которые называются проекциями p: c → a и q c → b таки-
ми, что для всех объектов d c морфизмами f: d → a и g: d → b есть 

18  Заметим, что между моноидом π и категорией φ имеется связь: если φ 
категория с единственным объектом a, а M совокупность её стрелок, то 
тройка < M, 1, 1a> является моноидом [Голдблатт 1983, с. 44]. П.Кон называет 
категорию частичной полугруппой [Кон 1968, с.68]. 
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единственный морфизм h: d → c, такой, что p 1 h = f и q 1h = g. 
Как и другие свойства категорий произведение объектов является 
универсальным свойством. В действительности, с категорной точ-
ки зрения, теоретико-множественное произведение, прямое произ-
ведение групп, произведение топологических пространств и конъ-
юнкция высказываний в дедуктивной системе − всё это примеры 
категорного понятия: произведения объектов. 

Говорят, что категория φ допускает экспоненцирование, если 
в ней существует произведение любых двух объектов и если для 
любых двух объектов a и b существует отображающий объект ba 
(отображение объекта a в объект b), называемый экспоненциалом, 
и отображение (стрелка) ev: ba × a → b, называемое отображе-
нием значения. Например, если A и B − конечные множества с m и 
n элементами соответственно, то множество BA (множество всех 
функций из A в B; поэтому отображающие объекты также называ-
ются пространствами функций) также конечно и имеет nm элемен-
тов. В выражении nm чило m называется экспонентой. Это объяс-
няет выбранную выше терминологию. 
 Многие категории обладают произведениями (и суммами), но 
только некоторые имеют отображающие объекты. Категории с 
произведениями, в которых каждая пара объектов имеет отобра-
жающий объект, называются декартово замкнутыми катего-
риями. Почему декартово − понятно, а замкнутость (как обычно) 
обозначает, что отображение от одного объекта в другой не обра-
зует ничего вне категории. 
 Только в 1960 г. А. Гротендик (A. Grothendieck) пришел к 
открытию класса категорий, который впоследствии назвал топо-
сами19 и которые являются исключительно сложными теоретико-
множественными конструкциями. Ф. Ловер к концу 60-х годов 
заметил, что каждый топос Гротендика имеет объект истинност-
ных значений, а само двухэлементное множество {истина, ложь} 
можно рассматривать как «объект истинностных значений» в 
категории множеств. Этим фундаментальным открытием была 
значительно продвинута разработка теории топосов. В результате 
появилось понятие классификатора подобъекта, которое в свою 
очередь вводит в обиход понятие «подобъекта», являющегося 
категорным аналогом понятия подмножества. Классификатор 
подобъектов обозначается посредством Ω и следствием существо-
вания такого объекта является всё то, что мы можем сказать о 

19  Распространена точка зрения что греческое слово topos, означающее местопо-
ложение или ситуацию, было принято, чтобы обозначить особый вид катего-
рии. Однако К.Мак-Ларти [McLarty 1990] отмечает, что «topos» есть не грече-
ское, а французское слово, образованное от «topologie». 
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подобъектах X и что может быть переведено в разговор об отобра-
жениях X в Ω. Заметим, что категория подобъектов может 
содержательно интерпретироваться как «множество истинностных 
значений». В итоге элементарный топос (т. е. его свойства могут 
быть описаны в первопорядковом языке) может быть определен 
как декартово замкнутая категория с классификатором подобъек-
тов [Голдблатт 1983, с. 97]. Заметим, что категория подобъектов 
данного объекта в любой категории является категорией Pos, 
играющей такую важную роль в логике. Как отмечается в 
[Lawvere & Schanuel 1997, p. 344], логика в узком смысле слова 
является преимущественно логикой о подобъектах: главное то, как 
они соотносятся, и то, что их наиболее основные 
взаимоотношения даны посредством отображений в любой 
категории. 
 Самым простым примером топоса, который служит обоснова-
нием введения такового, является категория Set. Таким образом, 
теория топосов подводит к новому способу понимания множеств. 
Образно говоря, топос есть категория, которая также обладает дос-
таточно богатой логической структурой. С философской точки 
зрения интересен тот факт, что все топосы есть модели для интуи-
ционистской логики H. Это является следствием того, что алгебра 
подобъектов любого элементарного топоса является алгеброй 
Гейтинга. Отметим также, что поиски категорных вариантов 
логики первого порядка привели к понятию логической категории 
(см. [Кок & Рейес 1982]). Использование же аппарата теории кате-
горий для изучения самой логики привело к появлению понятия 
категорной логики. 
 Применение теории категорий к логике получило новый и 
весьма эффективный импульс, когда сама дедуктивная система 
была представлена в виде категории [Lambek 1968], а на самом 
деле в категорных терминах можно дать определение дедуктивной 
системы. 

Пусть под объектами дедуктивной системы, как обычно, 
понимаются формулы A, B, … с индексами или без них, а под 
стрелками − доказательства f : A → B или f : A � B. Дедуктивная 
система должна иметь следующие операции над стрелками: для 
каждого объекта A нульарную операцию, называемую идентичной 
стрелкой 1A: A � A, и бинарную операцию, композицию, которая 
является сингулярной формой правила сечения 

f: A ├ B    g: B ├ C 
gf: A ├ C 
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 Дедуктивная система является категорией тогда и только 
тогда, когда следующие уравнения между стрелками (доказатель-
ствами) имеют место [Dožen 1996, p. 250] 

f 1 =  f,   1  f = f 

(hg) f = h (gf). 
 Большим достижением оказалась формулировка доказатель-
ства Ламбеком теоремы о функциональной полноте [Lambek 
1974] (см. также [Lambek & Scott 1986, Part I]), которая явилась 
категорным аналогом и обобщением теоремы дедукции, 
приведшей к усилению генценовской характеризации 
интуиционистской импликации, и одновременно явилась 
категорным обобщением теоремы о комбинаторной полноте. 
К. Дошен переформулирует и упрощает доказательство этой 
теоремы и дает ей название теоремы о дедуктивной полноте, 
извлекая из нее новые следствия. В работе Дошена 
разрабатываются также важные виды категорий, соответствующие 
фрагментам различных пропозициональных логик. Специально 
для импликативных логик, являющихся подлогиками H→ (см. 
выше раздел 6), категорный подход разрабатывается 
В. Л. Васюковым [Васюков 2000]. 
 Однако вернемся к исходной работе Ламбека [Lambek 1968]. 
Здесь впервые в литературе изучается понятие эквивалентности 
доказательств. Это понятие оказывается довольно-таки громозд-
ким, поскольку Ламбек использует системы генценовского типа 
(логистического) с правилами введения связок слева и справа от 
стрелок. В связи с этим обратим внимание на работу Г. Минца 
[Минц 1977], сумевшего значительно упростить аппарат за счет 
перехода от выводов к соответствующим им термам. Это позво-
лило сочетать преимущества натуральных и логистических вы-
водов. Минц строит дедуктивную систему HCC гильбертовского 
типа, в которой определяет отношение эквивалентности для 
выводов. Это превращает HCC в замкнутую категорию: 
объектами являются формулы, а морфизмами − классы 
эквивалентности выводов. Особо отметим приведенный перевод с 
языка теории категорий в язык теории доказательств, например, 
такого сложного понятия как «естественное преобразование». 

8. Оператор замыкания и категория − вместе 
 С построением теории категорий появилась возможность соз-
дания логического универсума гораздо более богатого, чем конст-
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рукция под названием «решетка», элементами которой являются 
логики в том или ином смысле. 
 В самом общем случае объектами являются логики вида δ = 
<A, CA>, где А есть множество (предложений) и CA есть оператор 
(замыкания) присоединения следствий, выполняющий условия (1) 
− (3). Такие дедуктивные системы Вуйцицкий назвал пропозицио-
нальными исчислениями [Wójcicki 1984, p. 18]. Тогда морфизмы 
между объектами есть не что иное, как переводы (см. выше раздел 
3). В результате мы получаем конструкцию, которая является 
категорией. В [Inoué 1996, p. 312] такая категория обозначается 
посредством Emb (погружение), а в [Carnielli & D'Ottaviano 1997, 
p. 74] − Tr (перевод). В последней работе отмечается, что логики 
вместе с переводами образуют биполную категорию, т. е. катего-
рию, для которой определены произведения и суммы. 
 Уже отмечалось, что топологические пространства можно 
определить как множества с оператором замыкания, более строго 
это выглядит следующим образом. К свойствам монотонности (i), 
рефлексивности (ii) и идемпотентности (iii) добавляются еще два: 

 (iv) C(∅) = ∅, 
(v)  C(X ∪ Y) = C(X) ∪ C(Y). 

Тогда категория топологических пространств с непрерыв-
ными функциями (в качестве морфизмов) является полной подка-
тегорией Tr, т. е. переводы между топологическими пространст-
вами есть непрерывные функции в топологическом смысле. Таким 
образом, некоторые топологические результаты представляют так-
же и логический интерес. 

Подчеркнем, что элементами решетки теорий, обнаруженной 
Тарским, являются теории, сформулированные в одном и том же 
языке. В алгебраической решетке LC элементами являются 
теории, сформулированные в разных языках, т. е. с разными 
словарями нелогических терминов. Остается еще одна 
возможность: рассмотреть класс разноязыких теорий, основанных 
на различных логиках. Тогда возникает следующий вопрос: 
образует ли совокупность таких теорий какую-либо конструкцию? 
[Васюков 1995, с. 279]. В этой работе показывается, что в общем 
случае не образуется даже решетка теорий. Чтобы обойти эту 
трудность, В.Л.Васюков прибегает к теоретико-категорному 
подходу. В этом случае класс разноязыких теорий 
рассматривается как некоторая категория Th, объекты которой 
есть элементарные теории (удовлетворяющие первым трем 
условиям для оператора замыкания), сформулированные в 
различных языках и основанные на различных логических 
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исчислениях, а морфизмами являются сформулированные опреде-
ленным образом переводы одной теории в другую. Полученная 
категория является дуально-замкнутой категорией, где вместо про-
изведения берется сумма, а вместо импликации − дуальная ей опе-
рация. В итоге построенная конструкция Th названа «котопосом» 
[Васюков 1995, c.291]. Подобный результат Васюков рассматри-
вает как категорное обобщение результата Тарского: там исчис-
ление систем образует алгебру Брауэра одноязычных теорий, а 
здесь получен топос Брауэра разноязычных теорий.  

Отметим также, что с категорной точки зрения может быть 
рассмотрена и интерпретируемость теорий [Gaifman 1976]: I назы-
вается точной (faithful) интерпретацией теории T1 в теорию T2, 
если 

T1 � δ тогда и только тогда, когда T2 �δI.  
Точная интерпретируемость T1 в T2 и наоборот влечет кате-

горную эквивалентность T1- и T2- пополнений предтопоса20. Для 
обычной интерпретируемости это не имеет места. 
 В начале данного раздела мы видели, что в качестве объектов 
могут выступать сами дедуктивные системы, а морфизмами между 
такими объектами считаются переводы одной дедуктивной си-
стемы в другую. Теперь можно выйти на уровень еще большего 
обобщения. Представление дедуктивных систем в виде категории 
наводит на мысль использовать понятие функтора, являющегося 
одним из основных понятий в исходной работе родоначальников 
теории категорий [Eilenberg & Mac Lane 1945] в качестве погру-
жающей операции. Функтор − это отображение из одной 
категории в другую, сохраняющее категорную структуру. На 
категорном языке это выглядит следующим образом. 

Функтором F из категории φ в категорию γ называется 
функция, ставящая в соответствие каждому объекту A из φ объект 
F(A) из γ, и еще одна функция, ставящая в соответствие каждой 
стрелке f : A � B из φ стрелку F(f): F(A) � F(B) такую, что 
  F(1A) = 1F(A),     F(gf) = F(g) F(f). 

В общем случае такие функторы можно рассматривать как 
переводы одной дедуктивной системы в другую. 

9. Алгебраизация логики 
Одновременно с традицией развития логики как дедуктивной 

системы, идущей от Фреге, Уайтхеда и Рассела, развивался совер-

20  Определение предтопоса см. в [Джонстон 1986, с.258]. 
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шенно другой подход к логике, ниболее полно выраженный 
Э. Шрёдером в его трехтомных «Лекциях по алгебре логике» 
(1890-1905). В третьем томе развивается исчисление отношений и 
вводятся кванторы, но нигде нет понятия формального доказатель-
ства. Предшественники Шрёдера Г. Буль, В. Джевонс и Ч. С. Пирс, 
впервые применили алгебраические методы к логике. Отсюда и 
сам термин «алгебра логики». 
 Первоначально алгебра логики имела своим предметом 
классы (как объемы понятий), соотношения между ними по 
объему и связанные с этим операции над ними. Поэтому 
исследования в области теории множеств сыграли существенную 
роль в становлении алгебры логики. Впоследствии основным 
предметом алгебры логики стало изучение свойств логических 
операций над множеством высказываний, рассматриваемых лишь 
со стороны их логических значений: исследуются равносильности 
между формулами, приведение к нормальным формам, 
минимизация формул и т.д.21 

Постепенно были выделены основные свойства (классиче-
ских) логических операций в виде некоторого количества 
тождеств (равносильностей). В совокупности эти тождества 
образовали конструкцию под названием «булева алгебра». 
Изящной аксиоматизацией класса булевых алгебр являются пары 
тождеств из раздела 5: (II), (III), (IV), (V) и (B1), (B2). Одно из 
тождеств (V) выводимо (см. Биркгоф [1952, с. 191]). Таким 
образом, булева алгебра есть результат алгебраической 
формализации классической логики высказываний. 

Несмотря на простоту формулировки булевы алгебры исклю-
чительно богаты по своему содержанию и давно превратились в 
самостоятельный раздел абстрактной алгебры. Они нашли самое 
широкое применение в логико-математических исследованиях, в 
области инженерии контактно-релейных схем, компьютерных 
наук, аксиоматической теории множеств, теории моделей и в дру-
гих областях науки и математики (см. трехтомный справочник по 
булевым алгебрам [Monk (ed.) 1989]). 

Результатом алгебраической формализации логики предика-
тов явились «цилиндрические алгебры», введенные в 1961 г. 
Л. Хенкиным и А. Тарским (см. фундаментальный труд [Henkin & 
Monk & Tarski 1971]). 

В алгебраизации логики особую роль сыграла оригинальная 
идея А. Линденбаума (1926/27), который предложил рассматривать 

21  Проблематика, которая здесь возникает, лучше всего рассмотрена в книге 
[Гиндикин 1972]. 
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формализованный пропозициональный язык как универсальную 
алгебру с операциями, соответствующими логическим связкам 
этого же языка. Но самое главное, затем строится логическая 
матрица из формул и логических связок, которые составляют само 
логическое исчисление. Полное признание этот метод получил в 
40-е годы в терминологии «алгебры Линденбаума», или «алгебры 
Линденбаума–Тарского» (см. историю вопроса в [Surma 1982]). 
Кратко этот метод можно описать следующим образом. 

Рассмотрим бинарное отношение ≈ на множестве формул For 
пропозиционального языка ο : А ≈ В т.т.т., когда A ≡ B есть тавто-
логия. Легко убедиться, что ≈ есть отношение эквивалентности на 
множестве формул For. Для произвольных классов эквивалентно-
сти А и В из For/≈ пусть А ∪ В = А ∨ В, А ∩ В = 
А ∧ В и −А = ¬А. Тогда алгебра L* = < For/≈, ∪, ∩, −, 0, 1> 
называется алгеброй Линденбаума (классической логики) и есть не 
что иное, как булева алгебра. Нулевым элементом 0 здесь является 
класс всех противоречий А ∧ ¬A, а единицей 1 − класс эквива-
лентности, состоящий из всех тавтологий А ∨ ¬A. 
 Легко видеть, что между эквивалентностями классической 
логики высказываний C2 и тождествами булевой алгебры сущест-
вует соответствие. Например, между формулой (А ∨ В) ≡ (А ∨ В) и 
первым тождеством в (II). Более того, � A в C2 т.т.т., когда A* = 
1 в L*, где A* есть аналог А на языке алгебры L*. Таким образом, 
возникают средства для алгебраического доказательства дедуктив-
ной полноты логических исчислений. 

Постепенно алгебраизация логики привела к появлению 
нового термина «алгебраическая логика», который стал названием 
монографии П. Халмоша [Halmos 1962], где методы и аппарат уни-
версальной алгебры стали систематически применяться к изуче-
нию логики. В следующем году выходит «Математика метама-
тематики» (см. [Расёва & Сикорский 1972]), а затем книга Расёвой, 
ставшая классической [Rasiowa 1974], в которой алгебраические 
методы применяются к неклассическим логикам. Имеется обзор 
результатов по алгебраической логике [Эсакиа 1983]. 

Однако не всякая логика может быть алгебраизуема подоб-
ным образом. Например, в релевантной логике R и логике следо-
вания E (см. [Anderson & Belnap 1975] существуют теоремы A и B, 
для которых импликация A → B не есть теорема. Следовательно, 
множество всех теорем не совпадает с классом эквивалентности, 
определенным отношением ≈. Поэтому встал вопрос об 
обобщении метода Линденбаума. Обобщение было предложено в 
обстоятельной работе [Blok & Pigozzi 1989], где вводится 
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лейбницевское отношение эквивалентности между формулами p и 
q: 

 p ≈ q ↔ ∀P(P(p) ↔ P(q)), 
где P есть переменная, пробегающая по множеству унарных пре-
дикатов. 

Что очень важно, берется строгое определение дедуктивной 
системы (логики), относительно которой и ставится вопрос об 
алгебраизации. Таковой взята стандартная дедуктивная система, 
выполняющая условия (1)−(5) для операции присоединения след-
ствий (см. выше раздел 2). В итоге мы имеем алгебраическую 
семантику для исключительно широкого класса логических сис-
тем. См. также [Font & Jansana 1996]. 

Однако, как и ранее, неалгебраизуемы льюисовские модаль-
ные логики S1, S2 и S3, но теперь они обладают более слабым 
свойством протоалгебраизуемости. Зато релевантная логика R 
является алгебраизуемой, но не E. Неалгебраизуемыми оказыва-
ются импликативные фрагменты этих логик, в то время как H→ и 
TV→ алгебраизуемы (см. выше решетку импликативных логик в 
разделе 6). Недавно было доказано, что известная паранепроти-
воречивая логика да Косты C1 неалгебраизуема [Lewin, 
Mikenberg, Schwarze 1991], а следовательно все логики из класса 
Cn. 

Современное бурное развитие алгебраической логики пред-
ставляет собой систематическое применение методов и, главное, 
аппарата универсальной алгебры к символической логике. Именно 
на это как на тенденцию возможного дальнейшего развития 
алгебры логики указывал А. В. Кузнецов, когда говорил о возмож-
ности «охватить алгебраическими методами значительную часть 
современной математической логики» [Кузнецов 1960]. На самом 
деле вопрос сейчас стоит об охвате всей символической логики, и 
результаты здесь весьма впечатляющи (см. [Andréka, Monk, Németi 
1991] и [Andréka et al. 1994]). Приведем некоторые примеры. 
 Пусть Alg(L) обозначает класс алгебр, который соотносится с 
некоторой логикой L. Например, если L есть классическая логика 
высказываний, то Alg(L) есть класс булевых алгебр. Теперь можно 
формулировать теоремы, утверждающие, что L имеет определен-
ное логическое свойство т.т.т., когда Alg(L) имеет определенное 
алгебраическое свойство. Это позволяет дать алгебраическую 
характеризацию таких логических свойств, как полнота, наличие 
теоремы дедукции, компактность, разрешимость, интерполяцион-
ность Крейга, истинность формул в модели и т. д. Например, пер-
вые два свойства принимают следующий вид: L допускает строго 
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полную гильбертовскую аксиоматизацию (Г |− А т.т.т., когда Г |= 
А) т.т.т., когда Alg(L) есть финитно аксиоматизируемое квази-мно-
гообразие; L допускает теорему дедукции т.т.т., когда Alg(L) 
имеет эквационально определимые главные конгруэнции. 

Заметим, что алгебраическая логика является хорошим инст-
рументом для выяснения такого сложного вопроса, как взаимоот-
ношение между различными логическими системами, и вообще 
для уточнения статуса логики. О последнем говорит название 
книги П. Халмоша и С. Гиванта «Логика как алгебра» [Halmos & 
Givant 1998], где показывается, что стандартные результаты в 
логике хорошо соотносятся с известными алгебраическими теоре-
мами. С другой стороны, такой единый подход к логике представ-
ляет также философский интерес. Поэтому статья по алгебраиче-
ской логике помещается в новое издание «Справочника по фило-
софской логике» [Andréka, Németi,  Sain 1999]. 

Наконец, в силу появления новой парадигмы – теории катего-
рий, представляет интерес работа Дж.Ламбека [Lambek 1988], где 
аргументируется, что с категорной точки зрения алгебра и логика 
представляют собой одно и то же: и логика и алгебра имеют дело 
со стрелками A1 A2 … An → An+1. В первом случае Ai называются 
формулами и стрелка рассматривается как дедукция. Во втором 
случае Ai называются сортами и стрелка осознается как операция. 

Если утверждение Ламбека имеет силу, то это наводит на 
некоторые серьезные размышления, поскольку тогда аппарат тео-
рии категорий становится универсальным не только для всей 
математики (или почти всей) [Mac Lane 1971], но и для логики. 
Введение в теории категорий конструкции под названием 
функтор естественным образом привело к образованию 
конструкции под названием категория категорий [Lawvere 1966]. 
Не случайно, что с объяснения, что такое категория категорий, по 
существу начинается монография Мак-Ларти [McLarty 1992]. 

Каждая категория A имеет тождественный функтор 1A: A → 
A, который оставляет объекты и стрелки из A неизменными, и для 
заданных функторов F: A → B и G: B → C имеется композиция 
G 1F: A → C. Поэтому естественно говорить о категории всех 
категорий, которую назовём CAT, объекты которой есть все кате-
гории и стрелки которой есть все функторы. Тогда возникает 
настоящая проблема: является ли CAT сама по себе категорией? 
Ответ Мак-Ларти состоит в том, чтобы рассматривать CAT как 
регулятивную идею, т.е. как неизбежный способ мышления о кате-
гориях и функторах, но не как строго легитимную сущность. 
Такими регулятивными идеями являются, например, собственная 
личность, универсум и Бог у Канта (1781). 
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Подобным образом и логика приближается к статусу регуля-
тивной идеи, симптомами чего является поиск всё более строгого 
и и по возможности универсального объекта (конструкции) с 
заданными логическими свойствами. В предыдущем разделе 
таким объектом выступила категория пропозициональных 
исчислений в смысле Вуйцицкого, которая оказалась биполной. 
Другим подобным объектом, в одном из приближений, может 
выступить категория алгебраизуемых логических систем, где под 
последними понимаются «алгебраизуемые дедуктивные системы» 
из рассмотренной здесь работы [Blok & Pigozzi 1989], или «строго 
компактное следование в хороших (nice) общих логиках» [Andréka 
et al. 1994]. В [Jánossy, Kurucz, Eiben 1996] доказано, что 
категория алгебраизуемых логических систем изоморфна 
категории соответствующих первопорядковых теорий. Показано 
также, что эти категории кополны. Более того, ставится вопрос о 
том, чтобы при построении подобных конструкций вместе с 
отношением следования рассматривать также семантики данных 
систем. Алгебраизация таких видов логик дана, например, в 
[Andréka & Németi 1994]. Понятно, что различные вариации на 
понятие операции присоединения следствий, или на отношение 
следования, или на семантические свойства будут приводить к 
разным категорным объектам логической природы. И тогда, рано 
или поздно, встанет подлинный вопрос о регулятивной идее 
логики всех логик. 

Однако завершим данный раздел ностальгией о простой и 
удобной логической системе, поиск которой к самому концу 
тысячелетия со всей силой поставил вопрос «Что есть логическая 
система?» и даже «Что есть логика?»  

10. В поисках логической системы 
 Ровно через сто лет после выхода в свет знаменитой работы 
Г. Фреге [Frege 1879], в которой вводятся предикаты, отрицание, 
условная связь (the conditional) и кванторы как основа логики, а 
также введена идея формальной системы, в которой демонстрации 
должны осуществляться посредством явно сформулированных 
синтаксических правил22, − после ста лет триумфального развития 

22  Напомним, что только в 1928 г. в книге Д.Гильберта и В.Аккермана (см. рус-
ский перевод со 2-го издания, значительно переработанного [Гильберт & 
Аккерман 1947]) окончательно оформилась концепция первопорядковой 
логики, или логики предикатов, или чистой теории квантификации с кван-
торами «все» и «некоторые» и была поставлена проблема о доказательстве её 
полноты. Эта проблема, как известно, была решена К.Гёделем в 1930 г. (см. 
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логики как самостоятельной науки, вызывающей поклонение, 
удивление, а порой горькое отрешение и даже мщение у её 
бывших адептов и мистический страх у большинства остальных, 
вдруг появляется статья Я. Хэккинга под названием «Что есть 
логика?» [Hacking 1979]. Хэккинг высоко оценивает введение 
Г. Генценом структурных правил, работа с которыми позволяет 
выражать те аспекты логических систем, которые не имеют 
непосредственного отношения к логическим константам23. Статья 
Хэккинга переиздается и открывает собой большой сборник работ 
под названием «Что есть логическая система?» [Gabbay (ed.) 1994], 
который издается в Англии и Америке. В этом же году и с тем же 
названием, что и статья Хэккинга, публикуется философская 
работа логика с мировым именем Хао Вана [Wang 1994], которая 
открывается определениями логики, начиная от Канта и вплоть до 
Гёделя, и заканчивается характеризацией логики, данной 
Л. Витгенштейном в 1921 г. в его «Трактате…» (см. [Витгенштейн 
1958]): 
  2.0121 «Логика трактует каждую возможность, и все 
возможности суть её факты». 

Но самое удивительное, что в этом же году под названием 
«Что есть истинная элементарная логика?» появляется статья 
выдающегося логика и философа Яакко Хинтикки [Hintikka 1994], 
в которой развивается новая концепция первопорядковой логики. 
 Приходится констатировать, что конец века и конец второго 
тысячелетия, а именно 1994 г. стал той критической точкой, когда 
под неимоверным давлением окончательно рухнула конструкция 
под названием «классическая логика», тем самым ещё раз подтвер-
див неправоту Канта, который в предисловии ко второму изданию 
«Критики чистого разума» в 1787 г. писал, что «судя по всему, она 
(логика. − А.С.) кажется наукой вполне законченной и завершен-
ной» (см. [Кант 1994, с. 14]). 
 Дедуктивная полнота логики предикатов ещё более укрепила 
убеждение Гильберта, что вся классическая математика в конеч-
ном счете выразима в первопорядковой логике. К этому времени 
были уже выявлены два важнейших теоретико-модельных свой-
ства теорий в первопорядковом языке: 

[Gödel 1986]), хотя к 1928 г. это доказательство уже имелось у Т.Сколема (см. 
[Goldfarb 1979, p. 363]). 

23  Это важное открытие сделано Генценом в 1935 г. См. [Генцен 1967]. 
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Теорема Лёвенгейма-Скулема . Если Т имеет бесконечную 
модель, то Т имеет модель любой бесконечной мощности τ, 
большей или равной мощности теории Т. 
Теорема компактности . Пусть Т − произвольное множество 
аксиом логики. Если для каждого конечного подмножества Т0 
множества Т существует модель для всех аксиом из Т0, то суще-
ствует модель для всех аксиом из Т. 
 Обе эти теоремы используются для доказательства 
неаксиоматизируемости теорий (см. [Барвайс 1982]). 

Вышеприведенный тезис Гильберта разделялся и разделяется 
многими логиками, отдающими предпочтение классической 
логике предикатов перед всеми другими логическими системами. 
К тому же в 1969 г. была выявлена уникальность первопорядковой 
логики, заключающейся в том, что классическая логика предика-
тов является наиболее сильной логикой, обладющей свойством 
Лёвенгейма-Скулема и свойством компактности [Lindström 1969]. 
Теорема Линдстрёма.  Логика первого порядка является един-
ственной логикой, замкнутой относительно ∧, ¬, ∃ и удовлетво-
ряющей теоремам компактности и Лёвенгейма-Скулема. 

По существу теорема Линдстрёма даёт определение первопо-
рядковой логики в терминах её глобальных свойств. Интересно, 
что первоначально результат Линдстрёма не привлёк к себе осо-
бого внимания, о чём говорит издание в 1973 г. знаменитой книги 
Г. Кейслера и Ч. Ч. Чэна (см. русский перевод [Кейслер & Чэн 
1977], где эта теорема вообще не обсуждается. Только в третьем 
издании [Chang & Keisler 1990] уже в предисловии говорится, что 
этот результат является отправной точкой для развития абстракт-
ной теории моделей и вводится новый раздел (2.5), где дается 
определение «абстрактной логики» как пары классов (l, ), где l 
есть класс предложений и l есть отношение выполнимости (satis-
faction), удовлетворяющее определенным условиям. Наиболее 
известным примером абстрактной логики как раз и является 
обычная первопорядковая логика, которая обозначается посред-
ством lω,ω. 

Абстрактная теория моделей претендует на обозрение всего 
спектра логик, связей между ними и их сравнение. С начала 70-х 
годов эта теория бурно развивается, а Дж. Барвайс назвал резуль-
тат Линдстрёма «одним из первых и до сих пор наиболее порази-
тельных результатов в абстрактной теории моделей» [Барвайс 
1982, с. 54]. 

Имеется много интересных логик, которые богаче первопо-
рядковой логики, такие, как слабая логика второго порядка, кото-
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рая пытается построить понятие конечного в логике некоторым 
естественным образом; логики с формулами бесконечной длины; 
логики с различными экстра-кванторами типа «существует ко-
нечно много», «существует бесконечно много», «большинство» и 
т. д.; логики высших порядков24. Однако не имеет значения, как мы 
будем расширять первопорядковую логику − в любом случае теря-
ется или свойство компактности, или свойство Лёвенгейма-Ску-
лема, или оба вместе. Уже второпорядковая логика, допускающая 
квантификацию по подмножествам, отношениям и функциям, 
кроме указанных свойств теряет также свойство полноты, и на 
самом деле является не столько логикой, сколько теорией мно-
жеств. Отсюда вся теоретико-множественная проблематика может 
быть сформулирована во второпорядковых терминах. Это является 
основным возражением против второпорядковой логики в недавно 
вышедшей монографии, посвященной расширениям первопоряд-
ковой логики [Manzano 1996], и поэтому автор отдает предпочте-
ние многосортной первопорядковой логике, которая является 
переинтерпретацией второпорядковой логики или даже логики 
высших порядков в первопорядковую с различными видами объ-
ектов. Редукция к первопорядковой логике настолько сильна, что 
мы приходим к рекурсивно-аксиоматизируемому множеству 
истин. Еще ранее А. Мальцев, Хао Ван и С. Феферман, среди про-
чих, подчеркивали удобство работы с такой логикой, хотя, заме-
тим, она только внешне выглядит более богатой. Хорошее введе-
ние можно найти у Фефермана [Feferman 1974]. 

Первой работой, поставившей вопрос о введении новых кван-
торов, является статья А. Мостовского [Mostowski 1957], где на 
самом деле обсуждаются лингвистические операторы нового вида, 
представляющие «естественное обобщение логических 
кванторов». Идея Мостовского заключается в том, что любое 
второпорядковое свойство рассматривается как логический 
квантор, если оно инвариантно относительно биективных 
преобразований (перестановок). Построение логики с 
обобщенными кванторами в последние десителетия привлекло к 
себе большое внимание лингвистов, математиков, философов, 
когнитологов. Некоторым итогом развития этого направления 
является фундаментальный труд «Модельно-теоретические 

24  Интересно, что статья о логике высшего порядка [Van Benthem & Doets 1983] 
попала не в «Справочник по математической логике» [Барвайс (ред.) 1982], а 
в первый том «Справочника по философской логике». Интерес к логике выс-
ших порядков, объясняют авторы, в основном исходит из (логистической) 
проблемы оснований математики и из разработки формальной семантики 
естественного языка (Р.Монтегю). 
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логики» [Barwise & Feferman (eds.) 1985], где Дж. Барвайс 
приходит к следующему выводу: «Нет обратной дороги к точке 
зрения, что логика является первопорядковой». А в монографии 
Г. Шер [Sher 1991] в связи с данной проблематикой ставится 
вопрос «Что есть логика?», обсуждаются границы логики и 
делается вывод, что логика шире чем традиционное мышление. 

Отметим, что появляются всё новые попытки расширения и 
изменения первопорядковой логики и построения искомой логиче-
ской системы. Видимо, одной из наиболее интересных здесь работ 
является уже упоминавшаяся статья Хинтикки [Hintikka 1994], а 
также статья с вызывающим названием «Революция в логике?» 
[Hintikka & Sandu 1996], и вообще целый комплекс работ Хин-
тикки, связанный с применением созданной им IF-логики (Inde-
pendence Friendly − дружественной к независимости). 

Основная идея Хинтикки состоит в осознании того, что кван-
торы обычной первопорядковой логики являются зависимыми. 
Последнее означает, что если мы имеем дело с выражениями типа 
«для всех x имеются некоторые y, такие, что R(x,y)», то выбор 
подобных y не независим, а детерминирован выбором x-ов, иначе 
говоря, между x и y существует некоторая функциональная зави-
симость. Понимание этого факта уже отмечалось в литературе (см. 
[Goldfarb 1979, p. 364]), но главная заслуга Хинтикки состоит в 
восприятии идеи независимости кванторов, т.е. следует указывать, 
какие квантификационные переменные зависят от каких. Так, если 
мы имеем дело с выражением «для всех x, для всех z имеются 
некоторые y, имеются некоторые w, такие, что S(x,y,z,w)», то в слу-
чае, когда нам требуется независимость x от y, z от w, следует пре-
образовать искомую фразу в следующую: «для всех x, для всех z 
имеются некоторые y (не зависящие от z), имеются некоторые w 
(не зависящие от x), такие, что S(x,y,z,w)». 

Оказалось, что в языке первопорядковой логики не сущест-
вует средств, позволяющих соответствующим образом записывать 
последнюю фразу. Хинтикка предлагает осуществить это в виде 
«(∀x)(∀z)(∃y/∀z)(∃w/∀x)S(x,y,z,w)», где косая черта (/) означает 
независимость квантификации одной переменной от другой. То же 
самое предлагается и в случае дизъюнкции и конъюнкции. 

Особенностью IF-логики является её неполнота, что означает 
невозможность дать список аксиом, из которых все значимые 
формулы первопорядковой IF-логики могут быть выведены по 
чисто формальным правилам. Но в то же время она удовлетворяет 
свойствам компактности и Лёвенгейма-Скулема. Поэтому мы бы 
предположили, что IF-логика является подсистемой классической 
логики предикатов или, по крайней мере, последняя погружается в 
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IF-логику. Революционный характер IF-логики, считают Хин-
тикка и Санду, нельзя изложить в одном томе; особенно важной 
чертой является её неполнота с далеко идущими последствиями 
для оснований математики [Hintikka & Sandu 1996, p. 177]. Факти-
чески Хинтикка пытается свести всю обычную математику к рас-
ширенной первопорядковой IF-логике [Hintikka 1996]. 

Однако тематика абстрактной логики и общетеоретические 
проблемы обоснования математики несколько отступают перед 
новыми тенденциями в развитии логики конца ХХ века. Логика 
становится всё более насущной в компьютерных науках, искусст-
венном интеллекте и программировании25. Подобное приложение 
логики порождает большое число новых логических систем, но 
уже нацеленных непосредственно на их практическое применение. 
Именно этим и обусловлен выход сборника статей под названием 
«Что есть логическая система?» [Gabbay (ed.) 1994]26. 

Вообще-то говоря, вопрос стоит так: существует ли одна 
«истинная» логика (среди бесконечных классов логик), а если нет, 
то как ограничить наше понимание логики или, более конкретно, 
логической системы? Возникают и другие вопросы: существует ли 
реальное различие между синтаксисом и семантикой с точки зре-
ния приложений? И, конечно, стоит вопрос о традиционных свой-
ствах логических систем: полноте, устранении сечения, интерпо-
ляционном свойстве и др. Например, Г.  Булос [Boolos 1975], защи-
щая второпорядковую логику, спрашивает: почему логика обяза-
тельно должна обладать свойством компактности?27 Интересно, 

25  Языки программирования, являющиеся средствами общения человека и 
компьютера, используют языки описания вычислимых функций и отношений, 
созданных в рамках логики и математики. Так, в 70-е годы появляется термин 
«Вычислительная логика», а затем «Компьютерная логика». Сейчас пуб-
ликация книг с названием «Логическое программирование» и «Логика про-
грамм» − обычное дело. Что представляет собой современное применение 
логики в программировании, можно найти в сборнике переводов [Захарьящев 
& Янов (ред.) 1991]. В обзорной статье в этом сборнике сообщается, что 
написание полного обзора по применению логики в программировании уже 
не представляется возможным [Антимиров и др. 1991, с. 334]. О логическом 
подходе к искусственному интеллекту (применение теории логического 
вывода в программировании) см. также монографию [Тей и др. 1990]. О 
логико-философском подходе к искусственному интеллекту см. сборник ста-
тей [Thomason (ed.) 1989]. Обратим внимание на многотомные справочники 
(укажем только последние тома): [Abramsky, Gabbay, Maibaum (eds.) 1995] и 
[Gabbay, Hogger, Robinson (eds.) 1998]. 

26  Имеется обстоятельный обзор статей этого сборника [Sher 1996]. 
27  В книге А.М.Анисова строится первопорядковая логика неопределенности, 

которая не обладает этим свойством [Анисов 2000, гл. 9]. Последняя предна-
значена для изучения темпоральных свойств универсума. 
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что всё в том же сакраментальном 1994 году на страницах «The 
New Encyclopedia Britannica» спрашивается, почему свойство 
Лёвенгейма-Скулема должно соответствовать внутренней природе 
логики? (Vol. 23, p. 250). 

Еще больше возникает вопросов в связи с развитием и приме-
нением альтернативных (неклассических) логик (см. выше раздел 
3). В статье Жана Безъё с примечательным названием «Универ-
сальная логика» [Béziau 1994]28 (обратите внимание на год пуб-
ликации) спрашивается, почему логика обязательно должна быть 
монотонной?29 Заметим, что только такие логики являются 
элементами указанных выше решеток. Хотя на самом деле 
исследования в области немонотонных логик давно превратились 
в отдельное направление в силу их применения [Gabbay 1985], 
[Nerode & Shore 1993]. К этой области принадлежит целая серия 
работ Д. Батенса и его учеников, где разработана логика, 
способная моделировать рассуждения, в ходе которых смысл 
логических терминов может измениться. В итоге возникло новое 
направление исследований, названное «адаптивными логиками» 
[Batens 1994]. 

Универсальная логика, предложенная Безъё, является логикой 
со свойством сокращения (комбинатор W). Но опять же давно воз-
никло целое направление, получившее название «логики без 
сокращения» [Ono & Komori 1985].30 Одним из наиболее интерес-
ных примеров логик без сокращения являются многозначные 
логики Лукасевича, как конечные, так и бесконечные. Свойства их 
столь необычны, что изучение этих логик к концу века стало 
исключительно интенсивным, что объясняется, в первом случае, 
их связью с теорией простых чисел [Карпенко & Шалак 2000] и, 

28  Логика ο есть пара < L, � >, где L есть множество без всякой спецификации; � 
есть отношение дедуцируемости: σ(L) × L. 

29  Некоторые авторы (см., например, [Scott 1971]) свойство монотонности в 
операции присоединения следствий Тарского 

    C1. Если X ⊆ Y, то C(X) ⊆ C(Y) 
приравнивают к генценовскому структурному правилrу утончения 

      X, Y � Z 
     , 
    X, A, Y � Z 
которое, в свою очередь, эквивалентно закону утверждения консеквента 

(комбинатор K) 
    A ⊃ (B ⊃ A). 
30  Хао Ван в работе «На пути к механической математике» [Хао Ван 1962] 

выдвинул гипотезу о том, что разрешимые фрагменты исчисления предикатов 
можно формализовать без привлечения правил сокращения. Первая работа в 
этом направлении появилась только в 1971 г. и принадлежит В.А.Смирнову 
(см. [Смирнов 1972, гл. 5]). См. также [Kiriyama & Ono 1991]. 
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во втором случае, их связью с фундаментальными 
алгебраическими структурами совершенно различной природы 
[Mundici & Cignoli 1997]. Обратим внимание, что многозначные 
логики Лукасевича как логические исчисления строились по 
образцу и подобию классической логики. Возникает 
нетривиальный вопрос, как возможна логика, которая, с одной 
строны, имеет чисто арифметическую интерпретацию [Карпенко 
1999] а с другой стороны, появляются такие конструкции, как 
решеточно-упорядоченные абелевы группы, бесконечномерные 
пространства и т.д.? И если это логика, то что всё это значит? 

В 1987 г. появилась логическая система под названием 
«линейная логика» [Girard 1987], импликативный фрагмент кото-
рой представляет собой BCI-логику, т.е. логику без утончения и 
сокращения. Кроме обычных операций линейная логика снабжена 
различными другими операциями и нашла широкое применение в 
компьютерных науках. За удивительно короткое время образова-
лось новое направление [Troelstra 1992]. Категорное рассмотрение 
линейной логики представлено в [Dožen & Petrić 1999]. 

Логика без утончения, сокращения и перестановки (комбина-
тор C) есть ассоциативное исчисление Ламбека для грамматиче-
ских категорий или синтаксических типов [Lambek 1958]. Логики 
проявили огромный лингвистический интерес к этой работе (см. 
литературу в [Buszkowski et al. (eds.) 1988] и [Van Benthem 1991]). 
Хотя первоначально исчисление Ламбека не было представлено 
как новая логика, но получила развитие в чисто логических рабо-
тах, итогом чего явились полные (full) секвенциальные и гильбер-
товские исчисления без указанных выше трех структурных правил 
(или аксиом). См., например [Mac Caull 1998], где строится по 
существу интуиционистское исчисление без структурных правил, 
которое автор рассматривает как наиболее фундаментальное из 
всех субструктурных логик и играющее важную роль в теоретиче-
ских приложениях компьютерной науки. На самом деле построе-
ние подобных логик можно считать результатом развития направ-
ления, названного «субструктурные логики», где исчисления 
получаются за счёт элиминации, ограничения и комбинирования 
различных структурных правил [Dožen & Schroeder-Heister (eds.) 
1993]. 

В итоге, с одной стороны, в силу невозможности объять 
необъятное намечена тенденция к выявлению минимальной 
логики. К. Дошен предлагает считать таковой неассоциативное 
исчисление Ламбека с единственной бинарной связкой «мультип-
ликации» [Dožen 1993, p. 20]. Вопрос о минимальной логике впер-
вые был поставлен А. Чёрчем [Church 1951], где в качестве 
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примера предложена «слабая позитивная импликация» − IBCW 
(импликативный фрагмент релевантной логики R), для которой 
Чёрчем была доказана ослабленная теорема дедукции. Идея о 
минимальной логике оказалась очень близкой релевантистам и в 
[Anderson & Belnap, jr. 1975, § 8.11] таковой объявлена логика 
IB'B. Тема получила дальнейшее развитие в [Anderson & Belnap, 
jr. & Dunn 1992, p.149], где таковой объявляется логика IB с 
правилами 1) MP и 2) из A следует (A → B) → B. Эту логику 
авторы обозначали посредством M→. Для неё строится модель <S, 
v> такая, что S есть ассоциативный моноид, и множество всех 
формул, истинных во всех <S, v>-моделях, аксиоматизируется 
посредством логики M→. 

Поскольку понятие моноида удовлетворяет условиям быть 
категорией, то данное понятие минимальной логики также обла-
дает данными свойствами. Другими словами, дедуктивная сис-
тема, отношение следования (дедуцируемости) которой рефлек-
сивно и транзитивно, является категорией. Поэтому с полным 
основанием логику M→ можно было бы считать минимальной 
логической системой31. Но в том-то и дело, что стали появляться 
совсем «экзотические» логические системы, в которых, например, 
закон идентичности A → A не проходит, поскольку, согласно 
Э. Шрёдингеру, этот закон в общем случае не имеет места для мик-
рообъектов. Такие логики получили название «логики Шрёдин-
гера» [da Costa & Krause 1994]. 

С другой стороны, проявилась тенденция к объявлению 
какой-либо достаточно богатой системы металогикой, как это 
делает К. Дошен [Dožen 1992], снабжая субструктурные логики 
различными модальными операторами, или Д. Миллер [Miller 
1997], разрабатывающий язык программирования, названный 
Forum, который основан на линейной логике высшего порядка. 

Между двумя этими крайностями пробивает себе дорогу тен-
денция, которую мы обозначили бы как выбор (или конструирова-
ние) базисной логики. С одной стороны, она должна быть доста-
точно богата, чтобы обладать некоторыми хорошими логическими 
свойствами, а с другой стороны, достаточна бедна, чтобы её 
можно было положить в основание иерархии (или конструкции) 
интересных и важных логических систем. Так, например, в классе 
модальных логик таковой выбрана логика K (см. выше примеч. 1). 
В связи с этим представляет интерес базисная «специальная про-
межуточная» логика BPC [Ruitenburg 1995], которая соотносится с 

31  Заметим, что для логики IB с правилом МР доказана своего рода теорема 
дедукции [Curry 1954]. 
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модальной логикой K4 в таком же смысле, как интуиционистская 
логика H с модальной логикой S4. В качестве базисной логики 
выступает также полное исчисление Ламбека FL или специально 
построенная для этой цели базисная логика B (см. раздел 6). 
Недавно было заявлено базисное исчисление предикатов BQC 
[Ruitenburg 1998], представляющее собой собственную 
подсистему интуиционистской логики предикатов IQC, 
использующее семантику Крипке с транзитивным, но не 
обязательно рефлексивным отношением достижимости. Понятно, 
что выбор базисной логики − дело довольно-таки произвольное. 
Однако одним из строгих критериев мог бы служить тот 
минимальный фрагмент классической (интуиционистской) логики 
предикатов, в которую погружается сама классическая логика 
предикатов. Например, в работе В. М. Попова [Попов 2000] таким 
фрагментом выступает импликативно-экзистенциальный фрагмент 
IQC. 

Видимо, стоит согласиться с Дж. ван Бентемом и К. Дэтсом 
[Van Benthem & Doets 1983, p. 326], что «никакая специфическая 
теория не является священной в современной логике». Но что-то 
ведь должно остаться! В. Карниэлли в рецензии на [Gabbay (ed.) 
1994] выдвигает основное предположение: «Нет доказательств, нет 
логики» [Carnielli 1996, p. 6417]. Но и здесь не так всё просто. 
Ламбек в статье под названием «Что есть дедуктивная система» 
[Lambek 1994] выделяет пять стилей дедуктивных систем: (1) 
гильбертовский стиль (дедукция вида f : → B, для формулы B; (2) 
стиль Ловера (f : A → B, для формул A и B); (3) генценовский 
интуиционистский стиль (f : A1 … Am→ B); (4) генценовский клас-
сический стиль (f : A1 … Am → B1 … Bn), и (5) стиль Шютте 
(Schütte) (f : → B1 … Bn). Ламбек уделяет особое внимание 
равенствам между выводами. Последнее стало особенно 
актуальным под влиянием теории категорий и компьютерных 
наук. Заметим, что Ламбек отдает предпочтение генценовскому 
стилю в силу введения структурных правил. 

Мы начали эту статью с указания различных конструкций, 
являющихся важными для понимания логики в той или иной 
форме и степени. Кроме того, нами была предложена конструкция 
в виде конечной булевой решетки, элементами которой являются 
сами логические системы, и эта совокупность базисных логиче-
ских систем может образовать своего рода металогику. На самом 
деле вопросы, обсуждаемые в этой статье, относятся именно к 
металогике, но не в её традиционном понимании как исследовании 
металогических свойств (непротиворечивость, полнота, разреши-
мость, независимость и т. д.) какой-то конкретной логической 
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системы или даже класса однотипных систем, а именно к метало-
гике как глобальному подходу в исследовании различных сово-
купностей логик, выявлении структуры не отдельных логических 
систем, а их целого класса; взаимоотношения между различными 
логиками, множествами логик и структурами этих множеств; 
переводу и погружению одних логических систем в другие; 
построению какой-либо по возможности богатой конструкции, 
объединяющей как можно больше логических систем, и изучению 
уже её свойств. Всё это и есть современная металогика. 

В связи с этим возникает фундаментальный вопрос о сущест-
вовании конструкции под названием ЛОГИКА. Написание всего 
этого раздела, да и всей статьи, свидетельствует, что такой конст-
рукции нет и не может быть. Но это дискурсивный вывод и слиш-
ком аналитический. Поэтому закончим мы эту работу впечатляю-
щим рассуждением Я. Лукасевича, взятым из его статьи «В защиту 
логистики», написанной в 1937 г., где выявляется сущность той 
основы, на которой возникает логика. 

«Итак, сколько бы я ни занимался даже мельчайшей логи-
ческой проблемой, ища, например, самую короткую аксиому 
импликативного исчисления, всякий раз меня не покидает чувст-
во, что я нахожусь рядом с какой-то мощной, неслыханно плот-
ной и неизмеримо устойчивой конструкцией. Эта конструкция 
действует на меня как некий конкретный осязаемый предмет, 
сделанный из самого твердого материала, стократ более креп-
кого, чем бетон и сталь. Ничего в ней я изменить не могу, ничего 
сам произвольно не создаю, но изнурительным трудом открываю 
в ней все новые подробности, достигая непоколебимых и вечных 
истин. Где и чем является эта идеальная конструкция? 
Верующий философ сказал бы, что она в Боге и является Его 
мыслью» [Лукасевич 1999, с. 232]. 
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