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В статье рассматриваются четыре решетки четырехзначных модальных логик. В ос-
нове построения лежат различные алгебраические структуры, которые затем после-
довательно расширяются эндоморфизмами и константными функциями. В первом
случае строится решетка расширений булевой алгебры B2, затем строится решетка
расширений алгебры Де Моргана DM4. В обоих случаях возникают различные мо-
дальные логики, свойства которых описываются и сравниваются между собой. От-
дельно рассматривается решетка, где появляется тетравалентная модальная логика
TML. Наконец, первые две решетки «объединяются» и вычленяется класс основных
модальных четырехзначных логик, состоящий из  L-модальной системы Лукасевича,
логики Собочиньского V2 и логики истины фон Вригта T′′. Особого внимания за-
служивает логика Tr, которая функционально эквивалентна логике V2, и занимает
центральное место в последней решетке. Она единственная из всех рассмотренных
четырехзначных модальных логик, которая обладает интерполяционным свойством
Крейга, и кроме того, является прекрасным кандидатом на роль пропозициональной
логики истины. В заключение в статье представлена ее аксиоматизация.
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1 Введение
Я. Лукасевич в середине прошлого века сделал следующее заявление:
«Я стою на той точке зрения, что в любой модальной логике долж-
но быть сохранено классическое исчисление предложений. До сих пор
это исчисление продемонстрировало свою надежность и полезность, и
оно не должно быть отвергнуто без достаточно веских оснований» [2,
с. 233]. В результате, Лукасевич отказывается от своей знаменитой трех-
значной логики  L3 и ее модального варианта и строит четырехзначную
 L-модальную систему [23]1, к которой мы еще вернемся.

Однако на самом деле все началось с классической книги К. Лью-
иса и К. Лэнгфорда [22], где определяются и исследуются модальные
системы S1–S5, используя главным образом 4-значные матрицы. Здесь

1О философских основаниях этих логик и их модальных свойствах см. [8].
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было выделено пять групп четырехзначных матриц, которые различа-
лись лишь определением оператора необходимости �, в то время как
немодальная часть представляет собой не что иное, как четырехзнач-
ную классическую логику C4.

2 Четырехзначная классическая логика C4

Пусть MC
4 есть четырехзначная логическая матрица

< M,→,∨,∧,¬, {1} >,

где M = {1, a, b, 0}. Эта матрица получена посредством прямого про-
изведения матрицы MC

2 (для классической пропозициональной логи-
ки C2) саму на себя, т.е. MC

4 = MC
2 × MC

2 , где матричные операции
¬,→,∨,∧ определяются следующим образом:

x ¬x
1 0

a b

b a

0 1

→ 1 a b 0

1 1 a b 0

a 1 1 b b

b 1 a 1 a

0 1 1 1 1

∨ 1 a b 0

1 1 1 1 1

a 1 a 1 a

b 1 1 b b

0 1 a b 0

∧ 1 a b 0

1 1 a b 0

a a a 0 0

b b 0 b 0

0 0 0 0 0

Обратим внимание, что здесь M — частично упорядоченное множе-
ство: 0 < b, a < 1 (то есть b и a несравнимы).

Хорошо известно, что матрица MC
4 является характеристической для

C2. Логику с соответствующими логическими связками обозначим по-
средством C4. Ее алгебраическим эквивалентом является четырехэле-
ментная булева алгебра B2 = B × B (B — двухэлементная булева ал-
гебра).

3 Эндоморфизмы
Заметим, что имеется всего 256 унарных четырехзначных операторов,
которыми можно расширить C4. Было бы желательно иметь какой-
то критерий для их выбора с целью построения наиболее интересных
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модальных четырехзначных логик. В 1966 г. Э. Леммон (см. [10]) вы-
деляет 15 унарных операторов, которые добавляются к C4. Все эти 15
групп матриц называются регулярными, поскольку они верифицируют
модальную аксиому K: �(φ ⊃ ψ) ⊃ (�φ ⊃ �ψ)2.

Однако имеется одно очень важное и весьма эффективное ограниче-
ние на выбор этих операторов, предложенное в работе Н.М. Ермолаевой
и А.А. Мучника [7]. Еще в статье [6, с. 229] они обратили внимание на
то, что модальные операторы, а также временные операторы в ряде
модальных (временных) логик и соответствующих алгебр выражаются
с помощью эндоморфизмов в дистрибутивных решетках.

Фундаментальную роль в дальнейшем будут играть одноместные
функции g, e1 и e2, задаваемые таблично:

x g(x) e1(x) e2(x)

1 1 1 1

a b 0 1

b a 1 0

0 0 0 0

В булевой алгебре B2 эти функции являются эндоморфизмами:

f(x ∨ y) = f(x) ∨ f(y), f(x ∧ y) = f(x) ∧ f(y),

f(¬x) = ¬f(x), f(1) = 1, f(0) = 0, f(xσ) = (f(x))σ,3

где f может быть любой из функций g, e1 и e2. В [7] отмечается, что
вместе с e0(x) = x (тождественной функцией) g, e1 и e2 образуют мо-
ноид Q всех эндоморфизмов B2. Если наряду с эндоморфизмами взять
также константные функции a(x) = a, b(x) = b, 1(x) = 1 и 0(x) = 0, то
вместе с g, e1 и e2 они образуют моноид P всех эндоморфизмов B2 как
дистрибутивной решетки, которые могут не сохранять 0 и 1.

Основной результат статьи [7] состоит в описании всех функциональ-
но замкнутых классов на M , т.е. функций из P4 (P4 есть класс всех

2В этой работе Леммон также описывает двухэлементные модели Крипке для
всех 15 четырехзначных модальных логик, являющихся расширением C4 (с. 121).

3

xσ =

{
x,при σ = 1

¬x, при σ = 0.
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четырехзначных функций логики Поста [6]), содержащих булевы функ-
ции ∨, ∧ и ¬. Приводится решетка этих классов и для минимальных
расширений определены соответствующие четырехзначные модальные
логики4.

4 Решетка расширений булевой алгебры B2

Обозначим через (f1, f2, . . . , fk) функционально замкнутый класс, по-
рождаемый функциями (f1, f2, . . . , fk) из P4 и положим

B2 = (∨,∧,¬); Pg = (∨,∧,¬, g); P1 = (∨,∧,¬, e1);

P2 = (∨,∧,¬, e2); Pab = (∨,∧,¬, a) = (∨,∧,¬, b);

Pab1 = (∨,∧,¬, e1, a, b); Pab2 = (∨,∧,¬, e2, a, b);

P12 = (∨,∧,¬, e1, e2) = T01.

В [7] доказано, что P4 = (∨,∧,¬, e1, e2, a, b) и что все замкнутые
(функционально) расширения B2 выписаны выше. Решетка этих клас-
сов указана на рис. 1 (см. [7, c. 301]):
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Рис. 1.

4В связи с построением решеток замкнутых (функционально) классов конеч-
нозначных функций обратим внимание на работу Н.Е. Томовой [4], где строится
изящная семиэлементная решетка расширений трехзначной слабой логики Клини
«естественными» импликациями. См. также [5].
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Обратим внимание на то, что все минимальные расширения B2 —
Pg, P1, P2, Pab (логики первого уровня) функционально эквивалент-
ны модальным логикам: Pg — логике Собочиньского V2, P1 и P2 —
логике Собочиньского K4, которую, чтобы отличить от льюисовской
модальной системы K4, будем обозначать посредством K4(S), и Pab —
 L-модальной системе Лукасевича, упомянутой нами выше. Рассмотрим
эти модальные логики по отдельности, а затем определимся с системой
P12.

Модальная логика Собочиньского V2 есть расширение S5 посред-
ством формулы:

�φ ∨�(ϕ→ ψ) ∨�(φ→ ¬ψ) [25, c. 305],

где модальный оператор � определяется следующим образом:

�1 = 1;�a = �b = �0 = 0.

Модальный оператор с такими свойствами назовем «стандартным».
Характеристической матрицей для V2 со связками →, ¬ и � как раз
является матрица «группы III» из [22, с. 493].

Модальная логика Собочиньского K4(S) [26] есть расширение S4.4
посредством формулы �(�♢φ → ♢�ψ), где S4.4 есть S4 + �(φ →
(♢�φ → �φ)), и модальный оператор � определяется следующим об-
разом:

�1 = 1;�a = 0;�b = b;�0 = 0.

В [27] было доказано, что матрица со связками →, ¬ и � (матрица
«группы II» из [22, с. 493]) является характеристической для модальной
логики K4(S).

Общепринятая аксиоматизация  L-модальной системы Лукасевича
представлена в [1, с. 160]:

1. Классическая пропозициональная логика C2.

2. �(φ→ ψ) → (�φ→ �ψ),

3. �φ→ φ,

4. �φ→ (ψ → �ψ),

где оператор � определяется следующим образом:

�1 = �a = a;�b = �0 = 0.
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Во всех рассмотренных системах два правила вывода: modus ponens
и правило Гёделя.

Интересна проблема аксиоматизации непосредственно систем Pg =
(∨,∧,¬, g), P1 = (∨,∧,¬, e1), P2 = (∨,∧,¬, e2) и Pab = (∨,∧,¬, a) =
(∨,∧,¬, b). К решению это проблемы для Pg вернемся в конце статьи.

Рассмотрим теперь логики второго уровня: Pab1, Pab2 и P12. Две ло-
гики, являющиеся соответственно расширением  L-модальной системы
Лукасевича эндоморфизмами e1 и e2, появляются впервые.

Относительно P12 в [7] лишь указывается, что этот класс функций со-
ответствует предполному5 в P4 классу функций T01, сохраняющих {1, 0}
(см. [6]). Показано, что класс T01 порождается базисом {∨,∧,¬, e1, e2},
а также {∨,∧,¬, g, ek}(k = 1, 2), то есть равен P12.6 Однако заметим,
что из теоремы В.К. Финна [3] о функциональных свойствах много-
значных логик Лукасевича  Ln следует, что  L4 по своим функциональ-
ным свойствам соответствует классу Яблонского T01. Таким образом,
расширение P12 функционально эквивалентно четырехзначной логике
Лукасевича  L4.

Все эти рассуждения опирается на довольно-таки громоздкие резуль-
таты. Более непосредственно это выглядит следующим образом. Пусть
0 < b < a < 1, то есть M линейно упорядочено. Покажем что классы
{∨,∧,¬, e1, e2} и {∪,∩,¬, J1, Ja, Jb, J0} функционально эквивалентны,
где x ∪ y = max(x, y), x ∩ y = min(x, y) и Ji-функции выразимы в P12

следующим образом:

J1(x) = e1(x) ∧ e2(x),

Ja(x) = ¬e1(x) ∧ e2(x),

Jb(x) = e1(x) ∧ ¬e2(x),

J0(x) = ¬e1(x) ∧ ¬e2(x).

Теперь, используя Ji-функции, можно выразить x ∪ y:

x∪ y = (x∧y)∨(J0(x)∧y)∨(x∧J0(y))∨(Jb(x)∧y)∨(x∧Jb(y))∨J1(x)∨J1(y),

x ∩ y = ¬(¬x ∪ ¬y).

5Система F функций называется предполной в Pn, если F представляет не пол-
ную систему, но добавление к F любой функции f такой, что f ∈ Pn и f /∈ F
преобразует F в полную систему. Подробно о функциональных свойствах конеч-
нозначныхлогик см. [9, гл. 7].

6Это также означает, что «дуга» на рис. 1 от B2 к P12 правильно показывает, что
класс P12 содержит эндоморфизм g.
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Таким образом, классы {∨,∧,¬, e1, e2} и {∪,∩,¬, J1, Ja, Jb, J0} функ-
ционально эквивалентны. Остается только заметить, что класс
{∪,∩,¬, J1, Ja, Jb, J0} является базисом для четырехзначной логики Лу-
касевича  L4 (см. [9, с. 125]).

Что касается самого класса P4, то его функциональная полнота сле-
дует из того, что, как уже говорилось, класс T01 предполон в P4, и этот
класс обладает свойством сохранения 0 и 1. Поэтому добавление к этому
классу функций a или b, не обладающих этим свойством, обеспечивает
функциональную полноту P4.

5 Четырехзначная логика Белнапа B4

В [1] и [2] Н. Белнапом была предложена «полезная четырехзначная ло-
гика»(будем обозначать ее посредством B4), которая со временем вы-
звала необычайный интерес, особенно среди специалистов в области
информатики и искусственного интеллекта. Логическими связками B4

являются ∨, ∧ и ∼, где отрицание ∼ определяется следующим образом:
∼ 1 = 0; ∼ a = a; ∼ b = b; ∼ 0 = 1.

Алгебры, соответствующие логике Белнапа B4, стали называться ре-
шетками Де Моргана7 и обозначаться посредством DM4. Тщательному
изучению B4 посвящена статья [8], где представлено элегантное секвен-
циальное исчисление для B4, его взаимоотношение с подобными исчис-
лениями для трехзначной логики Клини K3 и для классической логи-
ки C2. Главный результат заключается в следующем: класс решеток
Де Моргана является алгебраическим примером B4; точно так же, как
класс булевых алгебр является алгебраическим примером C2.8

Четырехзначная логика Белнапа B4 оказалась очень полезной в ка-
честве базиса для других логик. Особенно интересны ее расширения
стандартным модальным оператором � (см. выше логику V2) и связ-
кой импликации9. Однако вначале опишем функционально замкнутые
классы наM , содержащие функции ∨, ∧ и ∼, и рассмотрим расширения
решетки Де Моргана DM4.

7Решеткой Де Моргана называется дистрибутивная решетка < A,∨,∧ > с опе-
рацией ∼, причем ∼ (х ∨ у) =∼ x∧ ∼ y; ∼ (x ∧ y) =∼ x∨ ∼ y; ∼∼ x = x. Операция
∼ называется отрицанием Де Моргана. Решетка Де Моргана с 1 и 0 называется
алгеброй Де Моргана, причем a ∨ b = 1; a ∧ b = 0.

8Cм. также [24].
9Cм. четырехзначную логику В.М. Попова Par [3], которая представляет собой

расширение B4 соответствующей импликацией. Здесь дается секвенциальная и гиль-
бертовская аксиоматизация Par. В [24] исследуется алгебраический эквивалент ло-
гики Par, который называется «импликативной алгеброй Де Моргана».
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6 Решетка расширений DM4
Как и ранее, обозначим через (f1, f2, . . . , fk) функционально замкнутый
класс, порождаемый функциями f1, f2, . . . , fk из P4 и положим:

DM4 = (∨,∧,∼); Pg = (∨,∧,∼, g);

Pe1e2 = (∨,∧,∼, e1) = (∨,∧,∼, e2) = P⊕;

Pa = (∨,∧,∼, a); Pb = (∨,∧,∼, b);

P⊕a = (∨,∧,∼, e1, e2, a); P⊕b = (∨,∧,∼, e1, e2, b);

P ′
ab = (∨,∧,∼, a, b)10.

Покажем, что (∨,∧,∼, e1, e2, a, b) = (∨,∧,¬, e1, e2, a, b) = P4:

g(x) = (b ∧ e1(x)) ∨ (a ∧ e2(x)) (см. [7, с. 302]),

¬(x) = g ∼ (x).

Решетка выписанных выше классов указана на рис. 2:
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Рис. 2.

Вначале покажем, что логики со связками (∨,∧,¬, g) и (∨,∧,∼, g)
функционально эквивалентны:

¬(x) = g ∼ (x) и ∼ (x) = g¬(x).

10Здесь P ′
ab, чтобы отличить ее от Pab на рис. 1.
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Поэтому имеем Pg как в решетке на рис. 1, так и в решетке на рис. 2.
В дальнейшем логику со связками (∨,∧,¬, g) будем обозначать посред-
ством Tr.

В этой решетке особый интерес представляет логика со связка-
ми (∨,∧,∼, e1, e2), которая есть не что иное как логика истины
Г. фон Вригта [4], обозначаемая посредством T′′LM (в дальнейшем T′′).
Подробно об ее свойствах и аксиоматизации см. в [21]. Заметим только,
что в ней эндоморфизмы e1 и e2 взаимовыразимы:

e1(x) =:∼ (e2(∼ x)) и e2(x) =:∼ (e1(∼ x)).

7 Тетравалентная модальная логика TML
В приведенной выше решетке не нашлось места для модальной логики
TML, которая привлекла к себе большое внимание, особенно со сто-
роны алгебраистов. Строится она аналогично тому, как была получена
модальная логика V2. В первом случае, булева алгебра расширяется
стандартным модальным оператором �, а во втором — этим же опера-
тором расширяется алгебра Де Моргана.

Впервые логика B4, расширенная этим модальным оператором, изу-
чалась в [5], где был также представлен ее алгебраический эквивалент
с теоремой представления. Здесь отмечается, что алгебра подобной ло-
гики возникла еще при первоначальной попытке Г. Мойсила найти ко-
роткую систему аксиом для трехэлементных алгебр Лукасевича.

Специально изучению такой логики под названием TML (tetravalent
modal logic) и их алгебрам (TMA) посвящена обстоятельная статья [9]
(см. также [7]). Здесь отмечается, что TMA первоначально изучались
А. Монтейро при исследовании трехэлементных алгебр Лукасевича.

В [9] приводится изящная аксиоматизация TMA, к аксиомам алгебры
Де Моргана добавляются следующие две аксиомы:

(TM1) �x∧ ∼ x = 0,

(TM2) ∼ �x ∧ x =∼ x ∧ x.
Здесь же представлено секвенциальное исчисление логики TML
(с. 496).

Заметим, что логики Tr и T′′ являются расширением TML, т.е. че-
рез операции Tr (через операции T′′) выразим модальный оператор �.
Покажем это:

1) �x = x ∧ g(x),

2) �x = e1(x) ∧ e2(x).
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Теперь мы можем представить еще одну решетку расширений DM4,
используя на этот раз только эндоморфизмы и модальный оператор
�x:
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Рис. 3.

Здесь класс P� есть (∨,∧,∼,�), который в точности соответствует
логическим операциям логики TML.

8 Основная решетка четырехзначных модальных логик

Наша задача — по возможности объединить в единую решетку логики,
представленные классами функций на рис. 1 и на рис. 2. Пусть D есть
дистрибутивная решетка D = (∨,∧), которая на рис. 4 расширяется
слева операциями ¬ и a, b, а справа операциями ∼ и e1, e2:
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Обратим внимание на центральный ряд — это расширения Pab, Pg

и P⊕, которые функционально эквивалентны следующим модальным
логикам:  L-модальной системе Лукасевича, логике Tr и логике фон
Вригта T′′. Эти модальные логики назовем фундаментальными. Особое
место здесь по праву занимает логика Tr.

9 Булева склейка
Однако имеется более естественный путь объединения этих двух ре-
шеток в одну. Обратим внимание на то, что при пересечении классов
функций обеих решеток совпадают только два класса — P4 и Pg. Та-
ким образом, объединение двух решеток происходит следующим обра-
зом: вершина решетки на рис. 2 «склеивается» с вершиной решетки на
рис. 1, то есть «склеиваются» два класса P4, а класс Pg является тем
«стержнем», который связывает обе решетки. В итоге имеем 16-ти эле-
ментную решетку, которая является результатом «склейки» двух 8-ми
элементных булевых решеток. Полученная решетка заслуживает специ-
ального исследования, что может послужить основанием для введения
нового класса алгебраических структур.

В связи с этим обратим внимание на алгебраические структуры под
названием «булевы каскады», введенные Л. Эсакиа в [16]. Булев кас-
кад — это алгебра Гейтинга, изоморфная каскадному соединению бу-
левых решеток. В этом соединении наибольший элемент предшеству-
ющей булевой решетки Bi является наименьшим элементом последую-
щей булевой решетки Bi+1. Булевы каскады являются алгебраическими
моделями интуиционистской логики H, в которой верен слабый закон
Пирса wP, то есть формула

(q ⇒ p) ∨ [((p⇒ q) ⇒ p) ⇒ p].

В [8] представлено два примера булевых каскадов (соединение двух
8-ми элементных булевых решеток), элементами каждого из которых
являются импликативные логики.

В связи с вышесказанным возникает вопрос об алгебраической струк-
туре нашей булевой «склейки», и алгебраическим примером какой ло-
гики эта «склейка» является?

10 Модальная логика Tr
Особенность логики Tr уже в том, что она единственная из всех рас-
смотренных четырехзначных логик, которая обладает интерполяцион-
ным свойством Крейга. Кроме того, она является прекрасным канди-
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датом на роль пропозициональной логики истины. Все эти вопросы мы
рассмотрим в следующей статье, а здесь представим аксиоматизацию
Tr, где модальный оператор � есть эндоморфизм g:

1. Классическая пропозициональная логика С2.

2. �(φ→ ψ) ↔ (�φ→ �ψ).

3. ¬�φ↔ �¬φ.

4. ��φ↔ φ.

Правила вывода: modus ponens и правило Гёделя.
Доказательство полноты логики Tr по Крипке, а также доказатель-

ство алгебраической полноты будут представлены в следующей статье.
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